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Introduction

Lorsqu’on fait agir un groupe topologique G sur un espace topologique X, on
munit espace des orbites X/G = {G - x|z € X} de la topologie quotient qui est la
plus fine des topologies pour laquelle la surjection canonique X — X/G est continue.
L’espace des orbites X/G est alors lui aussi un espace topologique que 'on appelle
quotient géométrique. Si X possede une certaine propriété géométrique, on peut alors
se demander si X/G possede lui aussi une telle propriété. Cela peut étre vrai dans
certains cas, par exemple si X est de Hausdorff et que I’action de G sur X est propre
alors X/G est lui aussi de Hausdorff. Par conséquent, 1’espace des orbites peut avoir
de bonnes propriétés géométriques pour un certain type d’actions.

Etant donné un groupe algébrique affine G agissant sur une variété algébrique X,
la Théorie des Invariants Géométriques(GIT), telle qu’elle a été développée par Mum-
ford dans [11], a pour but de construire un bon quotient, c’est-a-dire une application
¢ : X — Y constante sur les orbites pour l'action d’une certaine classe de groupes qui
satisfait certaines propriété universelles. Dans cette perspective, ce quotient ne sera
pas un espace d’orbites.

Si X € A"(K) est une variété affine sur un corps algébriquement clos K définie
comme lieu d’annulation des polynémes f1,--- , fs € K[z, -+, z,], alors son anneau
de coordonnées K[ X| = K[z, -+ ,2,]/ < f1,--, fs > est une K-algebre de type fini
de fonctions régulieres sur X. L’action d’un groupe algébrique affine G sur X induit
une action de G sur l’algébre K[X]. Pour tout morphisme de variétés affines f : X — Y
constant sur les orbites, 'image du morphisme d’anneaux associé f* : K[Y] — K[X]
est contenu dans I'anneau K[X]“ des fonctions régulieres invariantes par ’action de G.
On se demande alors si K[X]¢ est une K-algebre de type fini de telle sorte qu’elle soit
I’algebre des fonctions réguliere d’une certaine variété affine. Ce probleme classique
de la théorie des invariants géométriques a été étudié par Hilbert pour G = GL,(C)
et SL,(C) pour lesquels il a répondu & la question par Uaffirmative. Connu sous le
nom de 141™¢ probleme de Hibert, Nagata y a toutefois apporté une réponse négative
en donnant un contre-exemple pour d’une action pour laquelle I’algebre des fonctions
régulieres invariantes n’était pas de type fini. Ce n’est que bien plus tard, qu'il a été
montré que dans le cas des groupes dits réductifs, la sous-algebre était toujours de
type fini.

Le premier chapitre a pour objet de définir les groupes réductifs, cette classe de
groupes pour laquelle la théorie des invariants géométrique fonctionne. On en donne,
par la suite, une caractérisation valable lorsque le corps de base K est de caractéristique
nulle, c’est la notion de groupes linéairement réductifs. Enfin, on répond au 14¢me
probleme de Hilbert par le théoréeme dit de Hilbert-Nagata lorsqu’on a une action de



groupe réductif.

Au second chapitre, on introduit les outils de base de la théorie des invariants
géométriques a savoir la notion de bon quotient et de quotient géométrique. Remar-
quons, au passage, que la théorie des invariants géométriques existe pour n’importe
quelle variété algébrique. Toutefois, dans le cadre de ce travail, nous porterons notre
attention sur le cas affine qui est d’un intérét particulier, puisqu’il sert de guide a I’ap-
proche générale. En effet, on sait que toute variété algébrique est construite a partir
de recollement de variétés algébriques affines. La théorie générale est donc obtenue
par recollement de la théorie affine.

Ce travail s’inspire principalement de I’article [4] de Victoria Hoskins. Nous allons,
par la suite, utiliser un caractere xy : G — G,, afin de relever ’action d’un groupe
réductif G sur une variété affine X au fibré trivial L = X x K. Dans cette situation,
on a alors une action induite sur I’ensemble des sections I'(X, L) du fibré L. Cette
action nous permet définir 'ensemble des sections invariantes I'(X, L)¢ qui est une
sous-algebre graduée de I'algebre des sections. Le morphisme d’inclusion donne alors
une application rationnelle dont I'ouvert de définition est ’ensemble des points semi-
stables de X par rapport au caractere y. En particulier, on considere l'ouvert de
points stables par rapport au caractere x et on aura un quotient géométrique. Enfin,
on donne des critéres topologiques et numériques de (semi-)stabilité.

Au troisiéme chapitre, on étudie le cone nul N qui est ’ensemble des points in-
stables de X par rapport au caractere x. On construit alors une décomposition en
réunion finie, disjointe de sous-ensembles invariants par I’action de G indexé par des
éléments sur lesquels on a définit un certain ordre. Une telle décomposition est appelée
stratification.

Enfin, au quatrieme et dernier chapitre, en s’inspirant du travail de King dans [§],
on étudie la notion de semi-stabilité dans le cadre des carquois, qui est une structure
d’un grand intérét en géométrie algébrique.



Conventions et notations

Dans tout ce document, on adoptera les conventions et notations suivantes :
e K est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro;

o GL,(K) est I'ensemble des matrices carrées d’ordre n € N & coefficients dans K
de déterminant non nul;

o SL.(K) = {g € GLo(K) | det(g) = 1}
o Up(K) ={u=(u;) € GL,(K)|Vi > j,u;; =0 et Vi,u;; = 1};

e G, ~ K\{0} est le groupe multiplicatif;

e G, ~ K est le groupe additif;

e (G, est le stabilisateur d’un élément z € X pour 'action d’un groupe G.
e GG -z est l'orbite d'un élément x € X pour I'action d'un groupe G.

e X/G={G x|z € X} est 'ensemble des orbites.



1

Groupes réductifs

1.1 Groupes semi-simples et réductifs

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux groupes semi-simples et aux
groupes réductifs ainsi qu’a leurs représentations. On terminera en démontrant le
théoreme de Hilbert-Nagata sur les invariants des actions de groupes réductifs.
Définition 1.1.1.

e Un groupe algébrique affine G est dit semi-simple si tout sous-groupe fermé,
distingué, résoluble et connexe de G est trivial.

e Un groupe algébrique affine G est dit réductif si tout sous-groupe distingué et
unipotent de G est trivial.

Remarque. Tout groupe semi-simple est en particulier réductif. Cela provient du fait
qu’un sous-groupe unipotent est fermé, résoluble et connexe.
Lemme 1.1.2. Soit G un groupe algébrique affine connexe. Alors

i. Si G est semi-simple, alors G est égal & son groupe dérivé D(G) ;

it. Si G est réductif, alors son groupe dérivé D(G) est semi-simple.

Preuve. Voir [13] (Remarque et exemples 27.2.3). Y

Proposition 1.1.3. Un groupe algébrique affine connexe G est semi-simple si, et
seulement si, le seul sous-groupe fermé, distingué, connexe, commutatif et distingué
de G est le singleton {e}.

Preuve.

= Evident, car un tel sous-groupe est fermé, distingué, résoluble et connexe. Comme
G est semi-simple, ce sous-groupe est alors trivial.

<= Soit H sous-groupe fermé, distingué, résoluble, connexe et non-trivial. Le der-
nier terme non-trivial de la série dérivée D™ (H) est donc un sous-groupe fermé
connexe et commutatif. Mais, par hypotheése, un tel groupe est trivial. Contra-
diction.

"



CHAPITRE 1. GROUPES REDUCTIFS

Exemple 1. Le groupe général linéaire GL,,(K) est réductif. En effet, remarquons
tout d’abord que, par le théoréeme de Lie-Kolchin, tout sous-groupe unipotent de
GL,(K) est conjugué a U, (K).

Soit u € U,(K). Supposons que pour tout g € GL,(K), il existe une matrice
v € U,(K) telle que gu = vg. Montrons alors que u = I,,. Pour cela, calculons (gu)y,;
et (vg)n; o j € {1---n}.

n
(gu)nj = Zgnkukj = Ggnj + Zgnkukj
k=1 k<j

car uj; = 1 et ug; = 0 pour k£ > j. De plus,

n n—1
(Ug)nj = Zvnlglj = Onj + Z Unigly = Gnj
=1 =1

car Upn, = 1 et v, = 0 pour [ < n.
L’égalité (gu)n; = (vg)n; implique que

9nj + Zgnkukj = gnj
k<j

Z InkUg; =0

k<j

Donc

La matrice g étant arbitraire, alors on a forcément uy; = 0 pour tout k < j. Ce qui
implique qu’au dessus de la diagonale de la matrice u, il n’y a que des zéros. D’ou
u=1I,.

Enfin, remarquons qu’en particulier pour n =1, G,, ~ GL1(K) = K\{0} et donc
le groupe multiplicatif est réductif.

Exemple 2. Le groupe spécial linéaire SL,(K) = {g € GL,(K) /det(g) = 1} est un
groupe semi-simple. En effet, comme D(GL,(K)) = SL,(K) et d’apreés ’exemple 1,
GL,(K) est réductif, alors grace au lemme 1.1.2, on conclut que SL,(K) est semi-
simple.

Exemple 3. Le produit de groupes réductifs est un groupe réductif. En particulier,
un tore algébrique T ~ G}, est un groupe réductif.

1.2 Groupes linéairement réductifs

Commengons par un rappel de notions générales sur les représentations.

Définition 1.2.1. Soient V un K-espace vectoriel de dimension finie, G un groupe
algébrique affine et 7 : G — GL(V) un morphisme de groupes algébriques affines. On
dit que

i. Le morphisme 7 est une représentation de G sur V et que V est un G-module
rationnel ;
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ii. Le sous-espace vectoriel W C V est G-invariant si pour tout g € G,
T(g)(W) C W;

iii. Le G-module rationnel V est irréductible si V ne contient pas de sous-espaces
vectoriels G-invariants & part {0} et V.
Remarque.

e De maniere équivalente, V est un G-module si I'action

GxV — Vv

(g:v) — g-v=1(9)(v)
est un morphisme de variétés algébriques affines. Dans ce cas, on dira que le
groupe G agit morphiquement sur V.

e Si W C V est un sous-espace vectoriel G-invariant, alors G agit morphiquement
sur W et on peut corestreindre le morphisme 7 & GL(W). On note cela par
Tiw : G — GL(W).

Définition 1.2.2. Un groupe algébrique affine G est dit linéairement réductif si pour

tout G-module rationnel V', il existe des sous-espaces vectoriels Vi,--- |V, de V tels
que :

LV=Vie---aoV.;

il. Vie{l,---,r}, V; est un G-module rationnel, G-invariant et irréductible ;

ii. 7= T, @ O T,

Proposition 1.2.3. Soit G un groupe algébrique affine. Il y a équivalence entre :
i. Le groupe G est linéairement réductif ;

1. Pour tout G-module rationnel V', tout sous-espace G-invariant W C V posséde
un supplémentaire G-invariant.

iii. Pour tout G-module rationnel V' et tout point v € V\{0} fixé par laction de G,
il existe un polynéme homogene f € K[V]E de degré 1 tel que f(v) # 0.
Preuve.

i. = ii. Supposons que le groupe G soit linéairement réductif.
Soit V' un G-module rationnel et W un sous-espace G-invariant. Par hypothese,
le G-module rationnel V' se décompose en une somme directe d’irréductibles :

V=Vi® - --dV,.

Comme pour tout i € {1,---,r}, V; est irréductible, alors on a
0
wnv,= { v
Donc lespace Z = €@ V; est supplémentaire & W et G-invariant.
i/WNV;=0
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ii. = 1. Soit 7 : G — GL(F) une représentation linéaire de dimension finie. Consi-
dérons F' la somme de tous les sous-modules irréductibles de E. Par hypothese,
ce sous-module possede un supplémentaire que 1’on note F'. Supposons par ’ab-
surde que F # E. Cela signifie que F # {0}. Mais, comme tout module contient
un sous-module irréductible, alors F' contient un sous-module irréductible. Ce
qui est impossible par définition méme de F et donc F = {0}. D’ou E = F et
donc E est somme directe de sous-modules irréductibles.

ii. = iii. Soient V un G-module rationnel et v € V\{0} tel que pour tout g € G,
g -v = v. Le sous-espace Kv de V est G-invariant et donc, par hypothese,
il possede un supplémentaire que 1'on note W. Cela nous permet de définir
la projection f : V — Kuv qui est clairement G-invariante et linéaire. Donc elle
correspond a polynoéme homogene G-invariant de degré 1. De plus f(v) = v # 0.

iii. = ii. Soit V un G-module rationnel. Soit W un sous-espace G-invariant de V.
L’espace Hom(W, V) est un G-module rationnel dont le dual est Hom(V, W).
En fait, nous avons

Hom(W, V) x Hom(V, W) — K
(f.9) —  Tr(fog)

ou Tr(f o g) est la trace de f o g € End(V).

Considérons f € Hom(W, V)¢ l'inclusion. D’apres iii., il existe g € Hom(V, W)¢
tel que Tr(g o f) # 0. Comme W est irréductible et g o f € End(W)%, alors
par le lemme de Schur ([13] Proposition 10.7.2.(ii)), g o f est nécessairement un
multiple non-nul de I'identité. On peut alors écrire V=W @ Z ou Z = ker(g).
Maintenant, si W n’est pas irréductible, soit W’ C W un sous-espace G-invariant
irréductible. D’apres le raisonnement ci-dessus, on sait que V = W' @& Z’ ou Z’
est un supplémentaire G-invariant. De plus, on a

W=WnV=wnWaoz)=WaeWnz).

Par hypotheése d’induction, W N Z’ posséde un supplémentaire G-invariant Z
dans Z’. On obtient alors

V=WoZ=Wao(WnzZYeZ)=WaoWnZNVeZ=W®o Z.
Y

Exemple 4. Tout groupe fini est linéairement réductif. En effet, soit G un groupe fini
et V un G-module rationnel. Soit W C V un sous-espace G-invariant de V. D’apres
la proposition 1.2.3, il suffit de trouver un supplémentaire a W qui est G-invariant.

On fixe un supplémentaire Z de W qui nous donne une projection 7 : V. — W.
On définit alors I'application

I

T .V —
v g gemlgTtv)
geG

Il est évident que I'application 7 est linéaire. Elle est aussi équivariante par I'action
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de G, en effet pour go € Get v eV, on a

(go - v) 1€l Zg m(g~" - (90 v))

geG

= |G‘Zg 7T gO 1'1}))

geG
= go > (g0t9) w951 9) 7t - v))
geG
= QO'ﬁ(U)

De plus, elle est surjective car pour w € W, on a

. . Glw
Hw) = g g wle™ ) = g e 7 ) |G\Z = jelC =

geG geG
Par conséquent, le sous-espace ker 7w est G-invariant et supplémentaire a W.

Exemple 5. Montrons que le groupe additif G, n’est pas linéairement réductif en
donnant une représentation 7 : G, — GL2(K) et un point de A%(K)\{(0,0)} fixé par
I’action de G, tel que pour tout polynéome de deux variables homogene de degré 1
invariant par I'action de G, s’annule en ce point.

Considérons la représentation

T G, — GL3(K)

'_>1a
@ 0 1

Le point (1,0) est fixé par I'action de G, sur A?(K). De plus, un polynéme de deux
variables homogene de degré 1 invariant par I'action de G, sur A%(K) est de la forme
h(z,y) = by, b € K. Enfin, comme on a h(1,0) = 0, cela montre bien que G, n’est pas
linéairement réductif.

Montrons maintenant, qu’en fait, les deux notions réductif et linéairement réductif
sont équivalentes.

Théoréme 1.2.4. Soit G un groupe algébrique affine. Il y a équivalence entre :
i. Le groupe G est réductif;

ii. Le groupe G est linéairement réductif.

Démonstration.

ii. = i. On peut supposer que le groupe G est plongé dans GL,,(K). Supposons que
G n’est pas réductif. Soit donc H un sous-groupe unipotent distingué de G non-
trivial. Considérons le G-module K". Le sous-espace (K")# < K" des points
fixés par l'action de H est non-trivial car H est non-trivial. De plus, (K™)#
est G-invariant car H est distingué dans G. Donc d’apres la proposition 1.2.3,
K" = (K")2 @ W ot W C K" est un sous-espace G-invariant. Mais, encore une
fois, WH =£ {0} ce qui implique que (K")# NW # {0}, ce qui est contradictoire.
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i. = ii. Voir le théoréme 27.3.3 dans [13].
e

Concluons cette section par le fait suivant qui nous sera tres utile par la suite :
P’action d’un groupe réductif sur une variété affine peut étre ramenée a une représen-
tation.

Proposition 1.2.5. Soit X une variété algébrique affine sur laquelle agit un groupe
linéairement réductif G. Alors il existe un plongement G-équivariant ¢ : X — V ou
V' désigne un G-module rationnel.

Preuve. Voir le lemme A.1.9 dans [1]. Y

1.3 Théoreme de Hilbert-Nagata

Commengons par la proposition suivante qui sera essentielle pour la suite de ce
travail.

Proposition 1.3.1. Soit G un groupe réductif agissant sur une variété affine X.
Si Z1 et Zy sont des fermés, disjoints et G-invariants, alors il existe une fonction
réguliére G-invariante f € K[X]9 qui sépare ces deuw fermés. Autrement dit,

f|Z1 =0 et f‘Z2 =1.
Preuve. Comme Z; et Z sont fermés et disjoints, on a
KX =Z(2) =Z(Z1 N Z3) = L(Z1) + Z(Z2)
En particulier, il existe f1 € Z(Z;) et fo € I(Z3) tels que fi1 + fo = 1. On a alors
fl|Z1 =0et fl|Z2 =1.
On sait que les translatés de f1 engendrent un sous-espace vectoriel V' de K[X] de

dimension finie n € N* et invariant par Paction de G sur K[X] (Voir lemme 3.8 dans
[5]). Soit (hi,...,h,) une base de V. Cette base définit un morphisme

ho: X — A™(K)
o (hi(2),... ha(@))

Pour tout @ € {1,...,n}, h; est une combinaison linéaire de translatés de f;. Donc
myg
hi = aijgij - f1,
j=1
ou pour tout j € {1,...,m;}, a;; € K et g;; € G. Alors pour tout = € X,
my
hi(@) =Y aij filg;" - @)
j=1

Comme Z; et Z, sont invariants par l'action de G et que f; prend la valeur 0 sur Z;
et la valeur 1 sur Zy, alors, h|z, = 0 et bz, # 0. Notons v la valeur de h sur Zs.
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Comme pour tout g € G, g - h; € V, alors on peut les écrire dans la base donnée

comime étant .
g-hi = bixlg)h
k=1

On définit ainsi une représentation

T : G — GL,(K)
g — (bie(9))ik

telle que h : X — A™(K) est équivariante pour l'action de G sur X et sur A"(K) par
cette représentation. Dans ce cas, v # 0 est un point fixé par 'action de G.

Enfin, comme G est réductif, par la proposition 1.2.3, il existe un polynéme homogene
P e Klxy,...,1,)¢ de degré 1 tel que P(v) # 0 et tel que P(0) = 0. Donc

1
=——_Poh
1= P
est une fonction invariante satisfaisant les conditions de I’énoncé. Y

Une autre propriété tres utile des groupes réductifs est qu’il existe une notion de
“moyennisation”, connue sous le nom d’opérateur de Reynolds.

Définition 1.3.2. Soit G un groupe algébrique affine agissant sur une variété algé-
brique affine X sur K. Une application linéaire Ry : K[X] — K[X] est appelée opé-
rateur de Reynolds si c’est une projection sur K[X]% et pour a € K[X]% et h € K[X]
on a Rx(ah) = aRx(h).

Exemple 6. Soit G un groupe fini et X une variété algébrique affine sur laquelle G
agit. L’application
Rx : KX] — K[X]

h  — ‘G|Zg h
geG

est un opérateur de Reynolds. En effet, Rx est bien une projection sur K[X]“

pour a € K[X]%, on a
1
(a) g- — a=—|G|a
|G| 29 1q 2 &
De plus, pour a € K[X]¢ et h € K[X], on a

1
Rx |G|Zg @Z(g-a)( |G|Zg h = aRx(h).

geG geG geq

car

Lemme 1.3.3. Soit G un groupe réductif agissant sur une variété algébrique affine
X. Alors il existe un opérateur de Reynolds Rx : K[X] — K[X]¢

Preuve. Puisque le groupe G est réductif, par la proposition 1.2.3, on sait que tout
G-module rationnel V' possede un supplémentaire G-invariant. On a donc la décom-
position V = V& @ W. Définissons py : V =VE & W — V& la projection sur V& le

10
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long de W. Si V'’ est un autre G-module tel que V' C V| alors la restriction de py/ &
W est 0 (Voir Théoreme 2.2.5 b) = ¢) dans [1]).
Par la suite, comme h — py (h) € W pour h € V, on obtient

0=pvi(h—pv(h)) = pv:(h) = pv(h).

Cela signifie que la restriction de py: a V est égale a py.
Maintenant, prenons h € K[X] et définissons

Rx(h) = pv(h)

ou V' C K[X] est un sous-espace G-invariant contenant h. Vérifions que cette définition
ne dépend pas du choix de V. En effet soit V’ un autre sous-espace G-invariant
contenant h. On a alors

pv(h) = pvyv:(h) = pv:(h).

Il ne reste plus qu’a vérifier que Rx est bien un opérateur de Reynolds. Pour cela,
soit a € K[X]% et h € K[X]. Si V C K[X] est un sous-espace G-invariant contenant
h, alors aV est un sous-espace G-invariant contenant ah. On a alors par définition

Rx(ah) = pav (ah).
Par la décomposition V =VE @ W, on a aV = aVE @ aWW. Cela signifie donc que
pav (ah) = apy (h).
D’ou
Rx(ah) = aRx(h)
Y

Théoréme 1.3.4 (Hilbert - Nagata). Soit G un groupe réductif agissant sur une
variété algébrique affine X. Alors la sous-algébre K[X]C est de type fini.

Démonstration. On a la graduation

K(X] =P A,

reN

ou Ay = K et pour tout r € N, A,. désigne 'espace des polynémes homogenes de degré
r. On obtient la graduation suivante

K[X]9 = P A€
reN

Notons (K[X]9)y < K[X]¢ l'idéal dont les éléments sont les fonctions régulieres
invariantes par 'action de G de degré strictement positif. Montrons qu'’il est de type
fini en tant qu’idéal de K[X]¢.

Comme l'anneau K[X] est noethérien, 1'idéal (K[X]%), est de type fini dans
K[X]. On peut donc trouver des générateurs (ty,--- ,t,) de lidéal (K[X]%)y, o
tr,oo o tm € (K[X]9) 4 et m € N*.

11
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Montrons que la famille (¢, -+ ,¢,,) engendre I'idéal (K[X]%); dans K[X]¢.
Soit f € (K[X]%),. On écrit alors

f=fit1+ -+ foutm
ou fi, -, fm € K[X].
Puisque f € (K[X]%), C K[X]%, en appliquant 'opérateur de Reynolds Rx :
K[X] — K[X]%, on a Rx(f) = f. Mais d’un autre coté
Rx(f) = Rx(fits + -+ + fmlm) = Rx (f1)t1 + - + Rx (fm)tm-

ot Rx(f1), -, Rx(fm) € K[X]¥. Cela montre bien que I'idéal (K[X]%), est engen-
dré par la famille (t1,--- ,t,,) dans K[X]%.
Enfin, en appliquant la proposition 1.14 (Chapitre 6) dans [10], comme K[X]¢ est

un anneau gradué et que la famille (t1,---,t,) C K[X]|§ engendre K[X]{ en tant
quidéal de K[X]%, alors la famille (¢1,- - - ,t,,) engendre K[X]“ en tant que K-algebre.
On a ainsi démontré que K[X] est de type fini. Y

12



2

Invariants géométriques
affines

Soit G un groupe algébrique affine agissant sur une variété affine X. L’ensemble
des orbites X/G n’admet pas toujours une structure de variété. Cela nous motive
alors a considérer d’autres "quotients” qui possedent une telle structure.

2.1 Bon quotient et quotient géométrique

Définition 2.1.1. Un morphisme ¢ : X — Y de variétés algébriques affines est un
bon quotient pour I'action du groupe G sur la variété X si

i. Le morphisme ¢ est constant sur les orbites (C’est-a-dire que pour tout z € X
fixé, quelque soit g € G, on a p(g - =) = ¢(x));

ii. Le morphisme ¢ est surjectif;

iii. Si U C Y est un ouvert, le morphisme K[U] — K[¢~(U)] est un isomorphisme
dans la sous-algebre K[~ (U)]¢ ;

iv. Si Z C X est un fermé G-invariant de X, son image ¢(Z) est fermée dans Y ;

v. Si Z; et Z3 sont deux fermés G-invariants disjoints de X, alors ¢(Z1) et ¢(Z2)
sont disjoints.

Si, de plus, 'image réciproque de chaque point est une seule orbite, alors on dit que
 est un quotient géométrique.

Exemple 7. Faisons agir le groupe additif G, sur I’espace affine A?(K) par
t' ('r7y) = (t_'_x?y)’

ottt € G, et (z,y) € A%(K).
Les orbites des points (z,y) € A%(K) sont données par

Ga'(xay) :{(t—l-],‘,y)'te@a}.

Elles sont données par la figure suivante

13



2.1. BON QUOTIENT ET QUOTIENT GEOMETRIQUE

FIGURE 2.1 — Orbites par I'action de G, sur A%(K)

L’application

e A2K) — AYK)
(z,y) — ¥y

est naturellement un bon quotient, puisqu’il est constant sur les orbites et surjectif.

Proposition 2.1.2. Soit ¢ : X = Y un bon quotient. Alors

1.

Pour tous x1,22 € X, G- 21 NG - 12 # T si et seulement si p(x1) = p(x2) ;

Pour tout y € Y, limage réciproque ¢~ *({y}) contient une unique orbite fer-
mée. En particulier, si toutes les orbites sont fermées alors ¢ est un quotient
géométrique.

Preuve.

i.

ii.

Posons y1 = ¢(x1) (resp. y2 = ¢(x2)). Comme ¢ est constante sur les orbites
alors G-z1 C o *({y1}) (resp. G-z2 C ¢~ ' ({y2})). De plus, puisque ¢ est conti-
nue, alors ¢~ 1({y1}) (resp. ¢ 1({ya2})) est fermé et donc G- x1 C 1 ({y1})
(resp. G- z2 C o~ ({y2}))-

Supposons que G - x1 NG - x2 # . Soit alors z € G- x1 NG - zo.

Comme z € G- z1 C o 1 ({y1}) alors ¢(z) = y1. De méme, puisque z € G - x5 C
0 ' ({y2}), alors p(z) = y2. Dol Y1 = ya2, ce qui donne la premiere implication.
Réciproquement, supposons par I'absurde que G -z1 NG - 29 = @. D’apres la
définition 2.1.1, (G - 21) N (G - z2) = &, ce qui contredit p(z1) = p(z2).

Soit y € Y. Comme ¢~ !({y}) est fermée et ¢ constante sur les orbites, alors
d’apres [13] (Proposition 21.4.5), cette fibre contient une orbite fermée.

Supposons maintenant que I’on a deux orbites fermées et distinctes Z; et Zs dans
0 t({y}). Par conséquent, leurs images par ¢ est égale & {y}, ce qui contredit
la définition 2.1.1.

oY
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CHAPITRE 2. INVARIANTS GEOMETRI QUES AFFINES

Proposition 2.1.3. Si ¢ : X — Y est un bon quotient (resp. quotient géométrique),
alors pour tout ouvert U C'Y la restriction ¢ : 0 Y U) — U est aussi un bon quotient
(resp. quotient géométrique) de G agissant sur o~ (U).

Preuve. Les trois premiers points de la définition 2.1.1 étant satisfaits, il ne reste
que les deux derniers points a vérifier.

e Soit Z C ¢ }(U) un fermé G-invariant de X et y € ¢(Z) I'adhérence de ¢(Z)
dans U. Alors si Z est I'adhérence de Z dans X, on a alors que y € ¢(Z) C ¢(Z).
Comme ¢ : X — Y est un bon quotient, alors ¢~ ({y}) N Z # @. Mais puisque
o *{y}) C ¢ H(U), cela implique que o~ ({y}) N Z # @ et donc y € p(Z).
Cela montre alors que cet ensemble est fermé.

e Soient Z; et Zy deux fermés G-invariants disjoints de ¢ ~(U). Notons leurs
adhérences dans X par Z; et Zy respectivement. Supposons qu’il existe y €
0(Z1)Np(Zy) C U, alors comme ¢ est un bon quotient, ¢~ *({y})NZ1NZy # @.
Mais ¢ 1({y}) C ¢V et comme Z; et Z, sont tous deux fermés dans p~1(U),
alors ! (U)NZy N Zy = Zy N Zy = @. Ce qui est contradictoire.

On a ainsi montré que la restriction ¢ est aussi un bon quotient. Si ¢ est un quotient
géométrique, il est alors évident que | I'est aussi. Y

Remarque. Les définitions de bon quotient et de quotient géométrique sont locales :
plus précisément, si o : X — Y est un morphisme G-invariant et si (U;); est un
recouvrement ouvert de Y tel que ¢; : ¢~ 1(U;) — U; est un bon quotient (resp. un
quotient géométrique) pour tout ¢, alors ¢ : X — Y Dest aussi.

2.2 Quotient affine GIT

Soit G un groupe réductif agissant sur une variété algébrique affine X. On a vu
précédemment que cela induit une action de G sur 'algebre des fonctions régulieres
K[X] qui est de type fini. Par le théoréme de Hilbert-Nagata (Théoreme 1.3.4), la
sous-algebre des K[X]“ est de type fini. Cela implique donc que K[X]“ est I'algébre
des fonctions régulieres d’une certaine variété algébrique affine que I'on notera X//G.

Définition 2.2.1. On appelle quotient affine GIT le morphisme ¢ : X — X//G de
variétés affines associé a I'inclusions ¢* : K[X]% — K[X].

Théoréme 2.2.2. Soit G un groupe réductif agissant sur une variété affine X. Le
quotient affine GIT ¢ : X — X//G est un bon quotient.

Démonstration.

e Soient x € X fixé et g € G. Pour f € K[X]%, on a o*(f)(x) = (f o p)(x)
par définition. Puisque ¢* est le morphisme d’inclusion alors ¢*(f)(z) = f(x).
Donc f(p(z)) = f(z). Mais comme f € K[X], alors f(g-x) = f(z). Donc
flo(@) = f(g-x) = f(e(g-x)). Dont p(z) = ¢(g - «) par la proposition 1.3.1.

e Soit £ € X//G et soit J I'idéal maximal dans K[X]“ qui lui correspond. Comme
K[X]% est de type fini, on peut choisir (t1,--- ,t,,) une famille de générateurs
de J. Montrons que

(Zm: tﬂK[X]) NK[X]C = itiK[X]G.
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2.2. QUOTIENT AFFINE GIT

En effet, puisque l'idéal J est engendré par la famille (¢1,--- ,t,,), la partie &
droite de cette expression est incluse dans la partie a gauche.

Afin de montrer 'autre inclusion, prenons f € K[X]% tel que f = 37" | a;t; avec
a; € K[X] pour tout ¢ € {1,---,m}. En appliquant Popérateur de Reynolds
Rx : K[X] = K[X]%, on a

f=Rx(f)=>_ Rx(ai)t;
i=1
avec Rx(a;) € K[X] pour tout ¢ € {1,--- ,m}. Ce qui montre la seconde inclu-

sion.

Par conséquent, on a
S tK[X] # K[X]
i=1

donc cette somme est contenue dans un idéal maximal J C K[X] et ce dernier
correspond & un point fermé z € X et on a p(x) = &.

e Pour tout f € K[X]9\{0}, les ouverts Dy, c(f) = {¢ € X//G|f(&) # 0}
forment une base de topologie. Il suffit alors de montrer le troisieme point de la
définition 2.1.1 pour ces ouverts la. On a

K[Dx,c(f)] = (K[X]®);

est le localisé de K[X]“ en f. De plus,

Kle™ (Dxy/c(H)) =KIDx (] = (KIX]p) = (KIX]?); = K[Dx//6(f));

car le localisé commute avec les G-invariants. Donc I'image du morphisme d’in-
clusion

Cleipx, e KIDx//a()] = KX]9) s — Klp™H(Dx//6(f))] = K[X];

n'est autre que Ko™ (Dx//c(f))]¢ = (K[X]f)¢ et morphisme est bien un
isomorphisme dans son image.

e Montrer les deux derniers points de la définition 2.1.1 est équivalent a montrer
le point suivant :

Si Z; et Zy sont deux fermés disjoints et G-invariants, alors ¢(Z7) et
©(Z3) sont disjoints.

En effet, il est clair que si les deux derniers points de la définition 2.1.1 sont vé-
rifiés alors ce point ’est aussi. Réciproquement, si ce point est vérifié, montrons
que pour Z fermé G-invariant, p(Z) est fermé. Soit £ € p(Z). Comme

P(Z2) (et ({&)) = p(Z2) N{s} = {&} # @

alors par le point ci-dessus, on a

Zny ' ({e}) # @,
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CHAPITRE 2. INVARIANTS GEOMETRI QUES AFFINES

d’olt € € p(Z) et donc le quatrieme point de la définition 2.1.1 est vérifié. Quand
au cinquieme point, il est immédiat.

Soient maintenant deux fermés disjoints et G-invariants Z; et Z, dans X. Par la
proposition 1.3.1, il existe une fonction réguliere f € K[X]“ telle que f sépare
Zy et Zy. Cela veut dire que pour z; € Zy et 290 € Zs, on a f(z1) = 0 et

f(z2) = 1. De plus, f = ¢*(f) = foep. Donc f(p(21)) = 0 et f(p(22)) = 1.
Alors en regardant f comme une fonction réguliere on a nécessairement

p(z21) # o(22)

D’ou, d’apres la proposition 2.1.2,

o(Z1) Np(Z2) = @.

ed

Remarque. D’apres la proposition 2.1.2, pour z € X, ¢~ ({¢(2)}) contient une unique
orbite fermée O. De plus

v ({e(2)}) = {6 € X//G|OCG-&}

On peut alors identifier de maniére ensembliste X//G avec I'ensemble des orbites
fermées de X sur G.

Exemple 8. On fait agir G,,, ~ K* sur A%(K) par multiplication scalaire.
Gm x A2(K) — AZ%(K)
(t (z,y) +— (ta,ty)
Les orbites par cette action sont
* G- (0,0) ={(0,0)};
o Gy, - (a,b) = {(ta,tb) |t € Gy}, ot (a,b) # (0,0).

Elles sont représentées sur la figure suivante :

FIGURE 2.2 — Orbites de 'action de G, sur A?(K) par multiplication scalaire
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2.2. QUOTIENT AFFINE GIT

Dauns ce cas, l'origine est la seule orbite fermée, donc X//G = {G-(0,0)} ~ SpecK.
On a alors le quotient GIT
¢ :+ A*(K) — SpecK
(zy) — 0
Plus précisément, puisque K[A%(K)] = K[z,y] et K[A%(K)]®» = K, alors le bon quo-
tient ci-dessus provient du morphisme d’inclusion ¢* : K — K[z, y].

Exemple 9. On fait agir G,,, sur A%(K) par

G, x A%2(K)
(, (z,y))

Les orbites pour cette action sont

e G- (070) = {(050)}7

e G (a,0) ={(tx,0),t € Gy}, ot a # 0;

o G-(0,b) ={(0,t7ty),t € G,,}, o b #0;

o G (a,b) = {(tz,t7'y),t € G,,} = {(z,y) € A*(K) | zy = ab}, ot a # 0 et b # 0.
Elles sont représentées sur la figure suivante :

—  A%(K)
— (tz, t'y)

7

2SS

FIGURE 2.3 — Orbites pour I'action de G,,, sur A%(K)

Dans ce cas, ’ensemble orbites fermées est
X//G={G-(0,0),G - (a,b),a #0 et b#0}
Pour l'action de G, sur K[A?(K)] = K[z, y], on a
Kz, y]* = Klzy] ~ K[2]
Donc X//G ~ A'(K). On a alors le quotient GIT

e : A2(K) — AYK)
(z,y) —  wy
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2.3 Action d’un groupe réductif sur le fibré trivial

Soit G un groupe réductif agissant sur une variété affine X. La variété X//G ne
coincide pas avec le quotient X/G. En particulier, si une orbite est contenue dans
ladhérence de toutes les autres orbites, alors X//G est simplement un point (Voir
exemple 8).

Afin d’obtenir un morphisme qui sépare mieux les orbites, on fixe un caractere
X : G — Gy, pour "linéariser” I’action de telle sorte que ’on obtienne un ”meilleur
quotient”.

Soit L = X x K le fibré en droites trivial sur X. Utilisons x pour relever 'action
de G sur X a L de telle sorte que

90 (z,a) = (9=, x(g)a),

pour g € G et (x,a) € L. On note L, la linéarisation qui se compose du fibré en
droites trivial L ainsi que de le relevement de I'action de G donnée par x. De méme,
on définit la linéarisation duale a L, par I'action

~la),

9.2, (z,a) = (9=, (x(9)

et on la note L,-1. De maniere plus générale, pour tout entier n € Z, on définit la
linéarisation L~ par l'action

90 (@a)=(g-2 (x(9)"a)

Pour n € Z, on définit I’ensemble des sections du fibré m; : Ly» — X morphisme de
projection du premier facteur.

I'(X,Lyn) ={0: X — Ly~ | 0 est un morphisme et m oo =idx}.
Cet ensemble s’identifie & K[X],» qui n’est autre que K[X] sur lequel agit G par

GxK[X] — K[X]
(0.f)  — x@)"f
En effet, étant donné f € K[X],», on définit une section o par o(z) = (z, f(x)).
Réciproquement, étant donnée une section o, alors mp o o appartient & K[X],» ol
mg ¢ Lyn — K désigne le morphisme de projection du second facteur. Ces deux
constructions définissent deux applications réciproques 1'une de l'autre.
L’action de G sur X et sur Ly~ induit une action sur I'(X, Lyn) par
GxT(X,Lyn) — T(X,Lyn)
(9,9) = grorerg o (g7t e flgTh e x)) = (@ (x(9) (g )
L’ensemble des sections invariantes est alors défini par

F(X’LX")G = {U € F(XaLX") ‘v.g € Ga g-0= J}a
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2.4. SEMI-STABILITE ET STABILITE

qui est isomorphe a
K[X]Sn ={f eKX]y |Vge G Ve e X, f(g-x) =x"(9)f(x)}.

Considérons maintenant ’algebre graduée

S =X, L) = PKX]y-

neN neN

telle que pour tout n € N, on fait agir G sur I'(X, Ly»). Considérons de plus sa
sous-algebre invariante

S =PrX, L) = PKX]S.

neN neN

appelée algebre des semi-invariants de X de poids x".

L’inclusion S¢ < S induit une application rationnelle X --» X//,G o ProjS% qui
est non-définie sur le cone nul

N={zecX|Vfe P KX|S., f(x) = 0}
neN*

Exemple 10. Pour I'action de G, sur A?(K) par multiplication scalaire dans I’exemple
8, considérons le caractere x = idg,,. Dans ce cas, on a pour tout n € N,

KIA(K))Sr = {f € K[X]y» |Vt € Gy, V(2 y) € AX(K), f(ta, ty) = t" f(z,y)}

Ce n’est autre que l'ensemble des polynéomes homogenes de degré n. Dans ce cas,
X//4G =PL(K). L’application rationnelle donnée par I'inclusion S€m < S est
A%(K) --» PYK)
(z,y) — [z,

et elle est non définie pour N = (0,0).

2.4 Semi-stabilité et stabilité

Soit G un groupe réductif agissant sur une variété affine X linéarisée par un
caractére x : G — G,,. En reprenant les notations de la section précédente, on a la
définition suivante :

Définition 2.4.1. Soit £ € X.

i. Le point & est dit x-semi-stable s’il existe un n € N* pour lequel il existe
f € KIX]C, tel que f(€) #0;

ii. Le point & est dit x-stable si dim G¢ = 0 et sil existe n € N* pour lequel il existe
fe K[X]Sn tel que f(€) # 0 et si de plus, toutes les orbites de 'action de G
sur D(f) = {zx € X | f(x) # 0} sont fermées.

iii. Le point & est dit x-instable s’il n’est pas x-semi-stable.
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On note XX~*% ’ensemble des points de X qui sont x-semi-stables et XX~*° ’ensemble
des points de X qui sont x-stables.

Remarque. Il est évident que XX~5° est un ouvert de X, c’est le complémentaire du
cone nul N. Par un raisonnement analogue a celui du théoreme 2.2.2, on montre que
le morphisme ¢ : XX™* — X//, G est un bon quotient, on I’appelle quotient GIT
respectant le caractére x. On a de plus le lemme suivant :

Lemme 2.4.2. Le sous-ensemble XX™% est un ouvert de X stable par l’action de G
sur X. De plus, YX7% = @(XX7%) est un ouvert de X//\ G, o7 H(YX7%) = XX7% et
) XX7% = YX7F est un quotient géométrique.

Preuve. Afin de montrer que XX~ * est ouvert, nous allons montrer qu’il est voisinage
de tous ses points. Soit alors £ € XX7%.
Considérons le fermé

X;={zreX|dimG, > 0}.

Comme G - £ N X, = @, alors par la proposition 1.3.1, il existe f € ]K[X]gn tel que
fix, =0et fg.e =1 pour un certain n € N.

De plus, on a forcément f(£) # 0 car sinon £ € X et donc £ € D(f). Il ne reste
plus qu’a montrer que D(f) C XX~ pour que XX~* soit un voisinage de &.

Pour commencer, il est clair que tout point de D(f) doit avoir un stabilisateur de
dimension nulle. Il ne reste alors qu’a montrer que les orbites par 'action de G sur
D(f) sont fermées. Supposons, par I'absurde, que x € D(f) posséde une orbite qui
n'est pas fermée. Soit alors z € G-\ G -z et donc z € D(f) car f € K[X]{, et le
stabilisateur de z est de dimension nulle. Mais G - 2\ G - x est 1'union d’orbites de
dimension strictement plus petites ([13] Proposition 21.4.5) et donc lorbite G - z doit
étre de dimension strictement plus petite que celle de x, ce qui contredit le fait que z
possede un stabilisateur de dimension nulle. D’out XX™%¢ est un ouvert recouvert par
les ouverts de la forme D(f) avec f € K[X]{..

Comme ¢(D(f)) est ouvert et o~ (p(D(f))) = D(f), alors YX~% est ouvert et on a
0 H(p(YX7%)) = YX~5. Par la proposition 2.1.3, cela implique que o XX 5 Y XT3
est un bon quotient. De plus, toutes les orbites par ’action de G sur XX~ sont fermées
et donc, par la proposition 2.1.2, ¢ : XX7% — YX7¢ est un quotient géométrique.

Dans ce qui suit, nous allons déterminer des conditions nécessaires et suffisantes de
(semi-)stabilité. Remarquons, en premier lieu, que lorsque G est un groupe fini, tout
bon quotient est un quotient géométrique. En effet, cela provient de la proposition
2.1.2 car chaque orbite par ’action d’un groupe fini est finie et est dont fermée. Par
conséquent, la notion de semi-stabilité est triviale pour tout caractere. C’est pour
cette raison que, dans ce qui suit, le groupe G est supposé infini.

Proposition 2.4.3. Soit (,a) € L1 ot a # 0. Alors
1. Le point & est x-semi-stable si et seulement si l’adhérence G ( o : (&, «) de lorbite
-1
de (§,a) dans L1 est disjointe de la section nulle X x {0} C L, 1.

i. Le point § est x-stable si et seulement si lorbite G - (§,a) de (§,a) dans Ly
est fermée et dimG - (€, ) = dim G.
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Preuve.

i.

ii.

Supposons que £ soit y-semi-stable. Il existe alors un entier n € N pour lequel
il existe f € K[X]{, telle que f(£) # 0.

Soit (gk)ken une suite d’éléments de G telle que la suite (gx - £)ren converge
vers n € X.

Pour tout k € Non a

(gr - & (x(gr)" f(§)) = gk & (&, £(&) = (gr-& flgr - €))

La derniere partie de cette égalité converge vers (n, f(n)). On a alors en parti-

culier ((x(gx))™f(£))ken converge vers f(n). Donc ((x(gx))™)ken converge vers
Fm)(f(€))~L. Par conséquent, ((x(gx))~!)ken ne converge pas vers 0 et puisque

g °, (€:0) = (gi- & (x(gw)) )

Cela montre bien que G ( 01) & a)N (X x{0}) =o.

Réciproquement, supposons que Wﬂ (X x{0}) = @. Alors, d’apres la
proposition 1.3.1, il existe h € K[L,-1] tel que higeay = 1 et Pixxqop = 0.
Si on écrit
h=hy®@14+h @u+hy@u*+- -+ h, @u"
avec hy, € K[X] pour tout k € {0,...,n} et u un générateur de K[A}(K)] = K[u].
Comme pour tout g € G, g-h = h, on a alors pour tout k € {0,...,n} et tout
(z,a) € Ly -1,
hi(9~" - ) (x(9)"a" = hy.(z)d*
Donc
hi(g - @) = (x(9))" ()

et donc on a bien que hy € K[X])C('Yk.
Comme hjx (0} = 0, nous avons que hg = 0. De plus, comme h‘m =1,
alors on a en particulier Uexistence de k € N* tel que hg(€) est non-nul. Cela

montre bien que £ est x-semi-stable.
Les orbites G ( 01) (£,a) et G - € s’identifient donc comme & est y-stable, alors
G - € est fermée et donc G - (£, ) est fermée. De plus

dimG(ol) (£,0) =dimG - £ =dimG

car dim G¢ = 0.
Réciproquement, supposons que l'orbite G o : (&, a) soit fermée. Comme G - £
-1

s’identifie & G ( 01) (&, «) alors

dimG- ¢ = dimG(ol) (¢, ) =dimG
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d’ott dim G¢ = 0.
11 est évident que G( 01) (£,a)N X x {0} = @, alors d’apres le premier point, le

point £ est x-semi-stable et par définition il existe un entier n € N pour lequel
il existe f € K[X]$, tel que f(£) # 0.

Montrons pour conclure que l'orbite G - x est fermée pour tout « € D(f). Pour
cela, nous allons considérer le fermé

Z={zxe D(f)| dimG -z < dimG}.

Comme Z et G - £ sont disjoints, G-invariants et fermés, d’apres la proposition
1.3.1 il existe h € K[D(f)]¢ tel que h(¢) = 1 et hjz = 0. L’ouvert D(fh) est
G-invariant et contient ¢ et les orbites pour l'action de G sur D(fh) sont fermées
car ZND(fh) = @.

Y

Exemple 11. Pour I’action de G, sur A?(K) par multiplication scalaire dans I’exemple
8, la seule orbite fermée est ’origine dont le stabilisateur est G,,, et donc de dimension
strictement positive.

Il n’y a aucune orbite de dimension égale a celle de G,,. En fait, toute orbite contient
l'origine dans son adhérence. Donc si on prend y = 1 le caractere trivial alors I'en-
semble des points stables (A%(K))* est vide.

Exemple 12. Pour I’action de G, sur A%(K) dans I’exemple 9, ’origine est une orbite
fermée mais sont stabilisateur est G,, et donc de dimension strictement positive.
Pour a,b # 0, 'orbite G, - (a,b) est fermée et sont stabilisateur est égal & {1} et donc
de dimension nulle. Par conséquent, si on prend le caractere trivial y = 1, 'ensemble
des points stables est

(A*(K))* = {(z,y) € A*(K) |y # 0}.

2.5 Critéres numériques de (semi-)stabilité

Les criteéres topologiques de (semi-)stabilité donnés dans la section précédente
peuvent étre reformulés en un critéres numériques. Les résultats suivants donnent une
motivation dans ce sens :

Lemme 2.5.1. Soient G un groupe algébrique affine, x : G — G,, un caractére et
v : Gy — G un sous-groupe a 1-paramétre. Alors, il existe un entier k € Z tel que
pour tout t € Gy,

(xo)(t) =" (2.1)
Preuve. Provient du fait que les seuls endomorphismes de groupes algébriques G,
sont de la forme ¢ — ¢*, k € Z (Voir [9], Exemple 2.1). K

Théoréme 2.5.2. Soit G un groupe réductif agissant sur une variété affine X. Si
z € X etze G -x\G-x, alors il existe un sous-groupe a 1-paramétre v : G, — G tel
que }ir% (1) - x existe et est égale a z.

—
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Démonstration. Voir [12], Théoréme 1.5.1.4. S

On a alors les conditions nécessaires et suffisantes suivantes.

Proposition 2.5.3 (Critere de Hilbert-Mumford).

i. Le point £ € X est x-semi-stable si et seulement si pour tout sous-groupe @
1-paramétre v : G,;, — G pour lequel }irr(l) v(t) - & existe, Uentier k € Z vérifiant
—
2.1 est positif.

1. Le point & € X est x-stable si et seulement si pour tout sous-groupe a 1-
parametre v : G, — G pour lequel }in(l) ~v(t) - € existe, Uentier k € Z vérifiant 2.1
—

est strictement positif.

Preuve. Soit v : G,;, — G un sous-groupe a l-parametre pour lequel la limite
}in(l) ~(t) - € existe. On a pour tout t € G,,,,
i

(1) o (€)= (1) - & (1)) Ta) = (4(1) - €477 )

Cela implique donc que I'existence de la limite }iH(lJ ~(¢) ( o : (&, @) revient a étudier le
-y 1
signe de l'entier &.

i. D’apres la proposition 2.4.3, le point £ est y-semi-stable si et seulement si
lim ~(?) = (€ a) ¢ X x {0}
Si k < 0, alors on aura forcément

lim 1 (1) o (6.0) = m(3(8) - £:47"0) = (lim (1) - €,0) € X x {0},

t—0 ( —

ii. D’apres la proposition 2.4.3, le point £ est x-stable si et seulement si l'orbite
G( o )(5, «) est fermée et dim G- (€, @) = dim G. Ce qui implique que la frontiere
-1

G (—01) & a)\ G(_ol)(f7 «) est vide et donc que la limite 2lggr(l) ~(t) o (& a)n’existe

)
(=1)
pas. Ce qui revient a dire que I'entier x est strictement positif.

ed

Maintenant, fixons T C G un tore maximal et notons X*(T) et X, (T) respective-
ment ’ensemble des caracteres et I’ensemble des sous-groupes a 1-parametre de T.
Grace au lemme 2.5.1, on définit I’application bilinéaire et non-dégénérée

<> 0 XHT) x Xo(T) — 7
(x.7) — < XY >=K

De plus, si T ~ (G,,)" est de dimension n € N*, alors on a les identification naturelles

Vi — X.(T
(my,...,mp) > it (™, . ")
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CHAPITRE 2. INVARIANTS GEOMETRI QUES AFFINES

et
Z —  X*(T)
(M1, my) s X (b b)) s £ g

Ainsi 'application < -,- > définie ci-dessus correspond au produit

YA /AL — Z
((my,....,mp), (MY, ...,ml)) — mimi+--+myml.

Par la suite, grace au lemme 1.2.5 et comme on fait agir un groupe réductif, au
lieu de travailler sur une variété affine on peut se ramener a un G-module rationnel V.
L’action de T sur V donne la décomposition en poids suivante ([5] Proposition 3.12) :

v= P W (2.2)
XEX*(T)

ouVy, ={veV|VgeT,g v=x(g)v}, pour tout x € X*(T).

Il n’y a qu'un nombre fini de caracteres x tels que V,, # 0, appelés T-poids de I'action
de T sur V, ainsi, pour tout v € V, on écrira v = Zx Vy.

En respectant cette décomposition, on définit pour tout v € V,

whz(v) = {x € X*(T)| vy #0}.

Définition 2.5.4. On définit le cone des sous-groupes a 1-parameétre admissibles pour
v € V comme étant :
C, = ﬂ H,

x€wtr(v)
ou Hy ={y e X,(T)| <x,y>>0}.

Remarque. Par construction de ce cone, un sous-groupe a l-parametre v appartient
a C, si, et seulement si,

lim~(t) -v = Z lim ¢<X7>y

t—0 t—0

existe. On alors la proposition suivante :

Proposition 2.5.5 (Critere de Hilbert-Mumford pour les tores). Soient £ € V' et
X € X*(T) par lequel on linéarise Uaction de T sur le G-module V. Alors

i. Le point  est x-semi-stable si et seulement si C¢ C H, ;

it. Le point & est x-stable si et seulement si C¢\{0} C HY od
Hy ={y e X T)| <x,7>>0}.
Preuve. En utilisant le remarque précédente et la proposition 2.5.3, le point £ est

Xx-semi-stable (resp. x-stable) si et seulement si < x,vy >> 0 (resp. < x,y >> 0).
Donc si, et seulement si C¢ C Hy (resp. C¢\{0} C HY). Y

Remarque.
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2.5. CRITERES NUMERIQUES DE (SEMI-)STABILITE

e Si ¢ =0, alors Cy = Z" et donc 0 est instable pour tout caractere non trivial x.

e En notation additive, si x = 0 est le caractere trivial alors H, = Z" et HQ =9
et donc tous les points sont semi-stables.

De plus, comme tout sous-groupe a l-parametre de G est conjugué a un sous-
groupe & 1-parametre de T ([4], §2), on peut utiliser le critére ci-dessus afin de donner
un critere de x-(semi-)stabilité pour I'action de G.

Corollaire 2.5.6. Soient £ € V et x € X*(G) par lequel on linéarise l'action de G
sur le G-module V. Alors

i. Le point  est x-semi-stable si et seulement si pour tout g € G, Cy.e C H,y ;

it. Le point & est x-stable si et seulement si pour tout g € G, Cg.c\{0} C HY.
Remarque. En reprenant les notations du corollaire ci-dessus, si Cy.e = {0} pour tout
g € G, alors £ est x-stable pour tout caractere x. Ces points sont dits fortement

stables. De plus, d’apres la remarque précédente, si y = 0 est le caractere trivial, alors
les points fortement stables sont les seuls points stables.
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3
Stratification de Hesselink

Dans ce chapitre, nous allons étudier le lieu des points instables de la variété
algébrique affine X a savoir, le cone nul.

3.1 Instabilité
Considérons I'action de G sur lui-méme par conjugaison, elle induit alors une action
de G sur X, (G) définie par

GxX.(Q) — X.(G)
(9,7) — gvg Tt

Nous allons construire une norme || - || sur X.(G) telle que pour tout g € G,

llgvg™ 1| = I11I-

Soit T C G un tore maximal. Le groupe de Weyl sur T est le groupe fini W tel que
W = Ng(T)/T ot Ng(T) désigne le normalisateur de T dans G. Ce groupe agit sur
T par conjugaison, c’est-a-dire :

WxT — T
(h,7) +— hrh7!

Elle vérifie bien les axiomes d’une action. Il ne reste plus qu’a montrer qu’elle ne
dépend pas du choix d’un représentant d’une classe d’équivalence. En effet, soient A4
et ho € Ng(T) tels que hy = ha. Cela signifie que hl_lhg € T. On a alors pour tout
TeT,

(hathy 1) (hathy )™t = har (R he) 77 gt = hy(hy the) T thyt = e
T
S

Cela induit une action action de W sur X, (T) définie par :

W x X, (T) — X.(T)
(h,\) —  hART!

On a alors le lemme suivant :
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3.1. INSTABILITE

Lemme 3.1.1. L’inclusion X, (T) C X.(G) induit une bijection entre I’ensemble des
orbites X..(G)/G et l’ensemble des orbites X.(T)/W.

Preuve. Voir [11], Lemme 2.8. BY
Par conséquent, définir la norme || - || est équivalent a fixer un tore maximal T et
une norme sur X,(T) (qu'on notera aussi || - ||) telle que pour tout h € W,
Ihyh=H =1l v € Xu(T).

On sait aussi que X, (T) s’identifie & Z™ pour un certain n € N, on peut alors prendre
la norme euclidienne et la moyenniser sur 'action du groupe de Weyl W afin de
construire une norme qui est invariante par ’action de W. Autrement dit, pour tout
v € X.(T),

— 1 -1
Il = gy 2o 17l

heWw

Remarque. On suppose, de plus, que pour tout v € X.(G), ||7||? € Z.

Exemple 13. Considérons le groupe réductif GL, (K) et le tore maximal D, (K) de
matrices diagonales. Alors Ngr,, (k)(Dn(K)) n’est autre que le groupe de matrices
monomiales et le groupe de Weyl Ngr, x)(Dn(K))/ D, (K) s’identifie au groupe des
permutations &,, qui agit sur D,,(K) en faisant permuter les éléments de la diagonale.
Dans ce cas, en identifiant A € X, (D,,(K)) avec un élément (mq,--- ,m,) € Z", alors

Cette norme est bel et bien invariante sous I'action du groupe de Weyl G,,.

Soit maintenant X une variété affine sur laquelle G agit et x : G — G,, un
caractere non-trivial.

Définition 3.1.2. Soit £ € X un point y-instable. On définit

MX(E) = inf =02 (3.1)
vkl

ou la borne inférieur est prise sur tout sous-groupe a 1-parametre de G pour lequel la
limite }ir% v(t) - € existe.

—
Un sous-groupe a l-parametre est dit y-adapté a £ si la borne inférieur est atteinte,
c’est-a-dire

_<xv>

MX(§) = T (3.2)

On note
AX (&) = {v € X.(G) | est indivisible et x — adapté a &}.

Proposition 3.1.3. Soit £ € V un point instable d’un T-module rationnel V' ou
T ~ (G,)™ est un tore. On linéarise cette action par un caractére non-trivial x. Alors
AX(E) est un singleton.
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CHAPITRE 3. STRATIFICATION DE HESSELINK

Preuve. Comme le point £ est instable, alors d’apres la proposition 2.5.5, le cone
des sous-groupes a l-parametres admissibles C¢ n’est pas contenu dans H,, ce qui
implique en particulier que < x,~v >< 0. Par ailleurs, on a

< X7 >

MX = in
©) = o T

Comme < x,v >= ||7]|||x]| cos @, y, on1 0, € [T, 7] est 'angle formé par ~ et x (vus
comme des vecteurs dans R™ & coordonnées entieres). On a alors

[V xI] cos by,x :
MX(&) = = —PX —  inf  ||x]|| cos,. = ||x]|| cos sup 6
( ) YeCe\ {0} H,y” 'yECg\{O}H || 7 X H H yECE\{0} X

On cherche alors le sous-ensemble R C C¢\{0} de sous-groupes & l-parametres ad-
missibles dont les éléments (vus comme des vecteurs de R™ & coordonnées entieres)
forment un angle maximal avec x. Dans ce cas, soit R est soit engendré par —y, soit
il existe p € wtr(§) tel que pour tout v € R, < p,v >= 0.

Ce
Ce 5 P
X 3
L k
FIGURE 3.1 — Premier cas pour R FIGURE 3.2 — Second cas pour R

Dans les deux cas R est engendré par un point a coordonnées entieres et donc
contient un unique point qui correspond a un sous-groupe a l-parameétre indivisible.

oY

Remarque. En reprenant les notations de la proposition précédente, puisque deux
tores maximaux de G sont conjugués et comme pour tout g € G,

<X Y9t >=<x, 7 >, (3.3)

on en déduit que pour calculer les valeurs possibles de MX on peut fixer un tore

maximal et calculer
<X,7 > (3.4)

in ,
xece\{oy 1|
avec £ € V. En particulier, 'application MX : V' — R ne prend qu'un nombre fini de
valeurs et AX(§) est non-vide pour tout point x-instable .

Définition 3.1.4. Soit v € X, (G), on définit le sous-groupe parabolique de G comme
étant :

P(vy) = {g eG| }1_1}(1) v(t)gy(t™!) existe dans G}

Il est aisé de voir qu’il s’agit bien d’un sous-groupe de G. On a alors les résultats
suivants :

Théoréme 3.1.5 (Kempf). Si € € X est x-instable, alors
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3.2. STRATIFICATION DE HESSELINK DU CONE NUL

i. Pour tout g € G,
AX(g-€) = gAX (&g
ii. 1l existe un sous-groupe parabolique P(&,x) tel que pour tout v € AX(§)

P(&,x) = P();

iii. Tous les éléments de AX(§) sont conjugués entre eux par des éléments de P(&,x).
De plus, le stabilisateur G¢ est contenu dans P(§,x) ;

. Soit T C P(&,x) un tore maximal de G, alors il existe un unique sous-groupe @
1-paramétre de T qui appartient a AX(§) ;

v. StyeAX(§) et z = tlirr(l)w(t) -, alors v € AX(z).
—

Démonstration.

i. Cela provient du fait que la norme || - || est invariante par conjugaison et de la
relation 3.3.

il iii. iv. Voir [7] Théoréme 2.2.
v. Soient v € AX(&) et 2z = }iﬂ(l) ~(¢) - €. Par définition,
—

iy e SXA>
MO =R

Comme + vérifie 'existence de la limite 7}1_r)r(1) ~(t) - z et que la valeur <\>\<';’\YI> est
minimale, alors on a forcément

MX(z) = =X 2

Il
D’on v € AX(z).
3

3.2 Stratification de Hesselink du cone nul

Soit V' un G-module rationnel linéarisé par un caractere y. Grace a la notion de
sous-groupes a 1-parametres adapté a un caractere y, on exhibera une stratification
du cone nul N = X\XX~% appelée stratification de Hesselink. On entend par stra-
tification une décomposition finie pour laquelle il y a un ordre partiel stricte sur les
indices de la décomposition de telle sorte que la frontiere d’un stratum (un élément
de la décomposition) est 'union de strata de plus grand indice.

Définition 3.2.1. Soit v € X, (G) et G-+ Vorbite de v pour 'action de G sur X,(G)
par conjugaison. On définit

Sy ={vEN|AX(v)NG -y# 2} ={veN|IgeqG, gyg ' € AX(v)} (3.5)
On définit les lames de Sg., par
Sy={veN|yeA¥(v)} C Sa.y (3.6)
Enfin, l’ensemble limite de la lame S, est donné par

Zy={ve N|vyeA(v)etImyC G} CS, (3.7
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Lemme 3.2.2. Soit v € X, (G) et G-~ lorbite de v pour l'action de G sur X.(Q)
par conjugaison.
i Sgy=G-Sy;

it. Il n’y a qu’un nombre fini de Sg., qui sont non-vides.

Preuve.

i. Soit g-v € G- 5,. Par définition, v € AX(v) donc par i. du théoreme 3.1.5, on
a gyg~t € gAX(v)g~! = AX(g - v). Ce qui signifie que g-v € Sg.-.
Réciproquement, soit v € Sg.,. Il existe alors g € G tel que gyg~' € AX(v).
Posons w = g~! - v. On a donc v = g - w, montrons donc que w € S,. Comme
79~ € AX(v), alors par i. du théoréme 3.1.5, gyg~! € AX(g-w) = gAX(w)g™?!,
d’ou v € AX(w).

ii. On fixe un tore maximal T C G. On sait qu’un sous-groupe a l-parametre de G

est conjugué a un sous-groupe a 1-parametre de T, de plus, d’apres le premier
point, il suffit de montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de lames S, qui sont
non-vides pour v € X, (T).
D’apres la preuve de la proposition 3.1.3, le caractere y détermine le rayon
de sous-groupes a l-parametre adaptés a un point donné, on voit alors qu’il
n’y a qu’un nombre fini de sous-groupes a l-parametre indivisibles possible
qui peuvent étre y-adaptés aux points instables. En particulier, il n’y a qu'un
nombre fini de S, possibles.

el

Définition 3.2.3. Soit v € X, (G) et G-+ 'orbite de v pour Paction de G sur X, (G)
par conjugaison. On appelle rétraction 'application

Dy S, — Z,
v — lim~y(t) v
t—0
On définit alors un ordre partiel strict sur X, (G)/G par

<> <Xy >
Il o4l

G- vy<G-+ si

Remarque. Cet ordre revient a dire que
G-v<G-+ i MX(v) > MX(v") pour v € Sg.y et v € Sg.y.
Dans tout ce qui suit, notre but est de montrer le théoréeme suivant :

Théoréme 3.2.4 (Hesselink). Il existe une décomposition du cone nul

N=|]5¢, (3.8)
Gy

en un nombre fini de sous-ensembles disjoints, invariants par ’action de G et loca-
lement fermés de V. De plus, l'ordre partiel strict décrit la frontiére d’un stratum
donnée, c’est-a-dire, si on a

(Say\Scry) N Sa.y # 2,
alors G-y < G-+
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Soit v € X, (G) et G - v Vorbite de v pour laction de G sur X, (G) par conjugai-
son. La décomposition en poids 2.2 et le lemme 2.5.1, nous permettent d’obtenir la
décomposition suivante de V :

V=V, (3.9)

rez

ou pour tout r € Z, V,, = {v € V|y-v =t"v}. Notons V¥ = Vj ensemble des points
fixés par l'action de Im(y) C G sur V et

V= @VT ={veV| }i_r)r(l)'y(t) - v existe}.
reN

Les deux sous-ensembles V7 et V] sont des fermés de V. Il y a une projection

py V] — 7
v — limy(¢)-v
t—0

Remarquons que I'on a de maniére évidente que S, C VJZ et Z, C V7.
Définissons le sous-groupe

Gy ={g9 € G|Vt € Gy, 7(t)g = g7(t)}.

Comme G, = Cg(Im(y)) alors par le corollaire 26.2.A dans [6], ce sous-groupe est
réductif. Il agit sur le fermé des points fixés par 'action de Im(~y)

V,={veV|Im(y) C G,}.
Lemme 3.2.5. Soitv e VY. On a alors
Mé(v) = Még7 (v).

Autrement dit, la borne inférieur de la quantité <|"‘i/|\|> prise pour les sous-groupes a

1-paramétre de G pour lesquels la limite }in(l) A(t) - v existe, est la méme que celle prise
—

pour des sous-groupes a 1-parameétre de G pour lesquels la limite %ir% A(t) - v existe.
—

Preuve. Par le point ii. du théoréme 3.1.5, si A € AX(v), alors A est un sous-groupe
a l-parametre du sous-groupe parabolique P(v,x) (c’est-a-dire A € X, (P(v,x))) et
par iii. du méme théoréme, G, C P(v,x) et donc comme v € V7, alors 7 est un
sous-groupe & l-parametre de P(v, x).

Fixons un tore maximal T C P(v, x) tel que 7 soit un sous-groupe & l-parametre de
T. Puisque tout-sous-groupe & l-parametre de P(v, x) est conjugué & un sous-groupe
A l-parametre de T, alors il existe p € P(v,x) tel que pAp~! soit un sous-groupe a
1-parametre de T. Comme T est commutatif, cela signifie que pAp~! et v commutent
et donc pAp~! € X, (Gy) N AX(v). Ce qui prouve le lemme. ¢

On peut utiliser un caractére x, de G, afin de linéariser ’action de G, sur V7.
On note v* € X*(G5) le dual du sous-groupe & 1-parametre v € X, (G,). En utilisant
une notation additive pour le groupe des caracteres, on définit le caractere de G :

Xy = IVPx— < x,v > "
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Proposition 3.2.6. L’ensemble limite Z., est égal a Uensemble (V7)Xv=°% des points
X~ -semi-stable pour laction de G, sur V7.

Preuve. Soit v € V7. Supposons que v n’est pas x-adapté & v et donc v ¢ Z,. Alors
il existe un sous-groupe & l-parametre A pour lequel la limite }in% ~(t) - v existe et tel
—

que
<XA> <>

[IA 1l

Par le lemme 3.2.5, on peut supposer que A est un sous-groupe a l-parametre de G .
Par définition de x-, on a

(3.10)

<X AS= [P <A > = < xy >< A >
L’inégalité 3.10 donne

<Xy A> < <Xy > (A= <7 A >).
Puis, comme < v*, A >= [|7||[|A]|cos 6\ et < x,A >< 0, on a

<Xy A> < <xy > (WA= <% A >) <0,

ce qui implique, par la proposition 2.5.3, que v n’est pas x--semi-stable.

Pour I'autre inclusion, supposons que v est x,-instable. Il existe alors un sous-groupe
a l-parametre A de G tel que < x4, A > < 0. Soit T C G, un tore maximal contenant
Im(7) et Im(A). On a alors v € X, (T) et A € X.(T) et on alors les considérer comme
des vecteurs a coordonnées entieres. De plus, on peut aussi considérer les caracteres
X|r et X~ p comme des vecteurs a coeflicients entiers. Par définition de X~ (1> €@ vecteur
est contenu a I'intérieur du cone engendré par x| et 7y et il est orthogonal & v car

<xpy>= P <x, > - <x,7 ><y5,7>=0

\\J'y—&—/\

Comme < x,7 >< 0 et < x4,A >< 0, alors les angles Oy xr €t GA?X”T sont au
moins égaux a 3. Donc

m
Orixxie > Oyxie > 5

et donc
<Xy +A> <XjT: 7 >
— o = Il eos(Oyiax:) < lIxirllcos(byxr) = ——7—
[l + Al | T ]
Ce qui montre que 7 n’est pas y-adapté a v. BS

33



3.2. STRATIFICATION DE HESSELINK DU CONE NUL

Lemme 3.2.7. On a
-1
S’Y = p'y (Z‘Y)

De plus S est localement fermé dans V.

Preuve. Par le point v. du théoreme 3.1.5, si v € S, alors p,(v) € Z,. Pour lautre
inclusion, prenons v € V' tel que p,(v) € Z, et supposons que v ¢ S,. Pour cette
derniere hypotheése, on a que v ¢ AX(v). Mais comme AX(v) est non-vide, alors on
peut trouver un sous-groupe & l-parametre A pour lequel la limite }iH(l) A(t) - v existe

—

et qui soit xy-adapté a v. Dans ce cas, on a I'inégalité
<XA> <),y >
(ATl 1ol

D’un autre c6té, comme z = p,(v) € Z, alors v € AX(z). De plus, le fait que A € AX(v)
implique par le point v. du théoreme 3.1.5 que A € AX(z) et donc on a

(3.11)

<XA> <X,y >
(Al Liedl

ce qui contredit 'inégalité 3.11.

Enfin, par la proposition 3.2.6, on sait que Z, est un ouvert de V7 et comme
Sy = p;l(Zﬂ,), alors S, est localement fermé. el
Démonstration du théoréme 3.2.4. Par le point ii. du lemme 3.2.2, on sait qu’il
y a un nombre fini de strata dans la décomposition 3.8.

Soient v et A deux sous-groupes a l-parametre de G tels que G -y # G - . Par le
point i. du lemme 3.2.2, on a Sg., = G - 5, et Sg.» = G - Sx. Supposons qu’il existe
un élément v € Sy N Sy. Cela signifie que v € AX(v) et A € AX(v). Donc

<X > < XHA>
|11l (Al

et donc v et A sont conjugués et appartiennent a la méme orbite, ce qui est contra-
dictoire. Cela montre donc que les strata sont disjoints.
Par la suite, soient v € Sg.4 et g € G. Par le point i. du théoreme 3.1.5, on a

AM(g-0)NG-y=gAg™ NG -7 #2,

ce qui montre que le stratum Sg., est invariant pour I'action de G.

Montrons maintenant que les strata sont localement fermés. En effet, par la pro-
position 3.2.6 et le lemme 3.2.7, on sait que I'ensemble limite Z, est un ouvert de V7
et que Sy = p;l(Zv) est localement fermé. A partir de la on conclut que Sg., = G- S,
est localement fermé.

Enfin, remarquons que comme Sg.4 est contenu dans le fermé G - V_;\, alors son
adhérence Sg., 'est aussi. Si on prend v € (E\SG-W) NSg,onaz=g-veV]
et z € Sg.4v. De plus, comme la limite }5% ~(¢) - z existe, alors

<xY > <X,y >
M o) = M=) = =37 Il

Ce qui implique que G- v < G - . Y
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Remarque. Sion fixe un tore maximal T C G, alors chaque classe de conjugaison G-~
possede un représentant qui est un sous-groupe a l-parametre de T. Par conséquent,
afin de calculer les indices G-~y intervenant dans la stratification de Hesselink, on peut
calculer le sous-groupe a 1-parametre de T qui sont x-adaptés aux points y-instables
pour l'action de T. Pour se faire, on peut suivre un procédé analogue a celui décrit
dans la preuve de la proposition 3.1.3.

Exemple 14. On fait agir GLy(K) sur K? par
GLy(K) xK? — K?
a b x R ax + by
c d)’\y cx + dy
Fixons le tore Do(K) des matrices diagonales et x = det le caractere linéarisant cette
action. Un sous-groupe & 1-parametre v de Dy(K) est de la forme :

Yos ¢ Gm — Dy(K)
t — w0
0 ts

avec p, s € Z. Comme on a pour tout t € G,,,
T tPx
- (5) = (5)

alors pour que la limite }in(l) ~(¢) - <Z> existe et pour que < det,\ >= p 4+ s soit
—

strictement négatif, il faut et il suffit de prendre les points (g) et (2) L’ensemble

des points instables est donné par les deux axes. Cherchons les sous-groupes a 1-
parametre det-adaptés a ces points. Si on fixe la norme euclidienne ||-|| sur X, (D2 (K)),

on calcule les p, s € Z pour lesquels la quantité % est minimale. On a
ps

< det, yps > p+s

|[¥ps]| B \/p? + 82

Cette quantité est minimisée pour p = s et vaut dans ce cas —v/2. Comme le sous-
groupe a 1-parametre 7y, est indivisible, alors la seule valeur possible de p est —1. Ce
qui nous donne la stratification

N = 56y 1y
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4

Un exemple : représentation
de carquois

Nous allons utiliser les résultats du chapitre précédent afin de réinterpréter la
notion de (semi-)stabilité pour les représentations de carquois. Mais avant, nous allons
rappeler quelques notions de base.

4.1 Généralités sur les carquois

Définition 4.1.1. On appelle carquois la donnée de deux ensembles finis Qy et @1
appelés respectivement points et fleches du carquois, ainsi que deux applications «, 3 :
Q1 — Qo appelées respectivement source et but. On écrit

Q = (QOanaaaﬁ)'

Définition 4.1.2. Soit Q = (Qo, @1, e, 8) un carquois. On appelle représentation de
Q la donnée d’une famille (V)4eq, de K-espaces vectoriels de dimensions finies ainsi

qu’'une famille d’applications linéaires (gbs V3 — Va(s))ste. On écrit

V= (Ve 05)@s)e@ox@r
Le vecteur dimension § € NC2d(Qo) d’une telle représentation est donné par
0g = dim V, q € Q.

Définition 4.1.3. Soit Q = (Qo, Q1,®, 3) un carquois et V' = (V, ¢s)(q,5)eQox @, Un€
représentation de carquois de vecteur dimension 4. On appelle sous-représentation
de V la donnée d’une famille (W;)seq, de sous-espaces vectoriels avec la famille

d’applications linéaires (¢S|Wg(s) : Was) — Wa(s)) .
S 1

Définition 4.1.4. Soit Q = (Qo, Q1,, B) un carquois, V = (Vy, ¢s)(4,5)eqox @, Une
représentation de carquois et W = (W, ¢s|Wﬁ<S))(q,s)erxQ1 une sous-représentation
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de V. On appelle quotient de la représentation V par la sous-représentation W la fa-
mille (V;/Wy)qeq, d’espaces vectoriels quotient avec la famille d’applications linéaires

(¢s D Vi /W — Va<s>/Wa<s>)
v — ¢S(U) 5€Q;

Définition 4.1.5. Soit Q = (Qo,Q1,, ) un carquois, V = (Vy, ds)(g,5)cox@, €t

V! = (V],0%)(q.5)e@oxq, deux représentations de carquois. On appelle morphisme

de représentations de carquois la donnée, pour tout ¢ € (Qg, d’applications linéaires
fq: Vg — Vq’ telles que pour tout s € Q1, fa(s) © s = ¢ © fz(s)- Un tel morphisme
est un isomorphisme si et seulement si, pour tout ¢ € Qo, f, est un isomorphisme.

Soit @ = (Qo, Q1, e, f) un carquois. On fixe (d4)4eq, un tuple d’entiers. L’espace
vectoriel des représentations de carquois de vecteur dimension § est donné par

R(Qvé) = @ HOHl(V@(é),Va(é))

seEQ1
De plus, le groupe
GL(Q.0) = ] GL(V,)
q9€Qo
agit sur R(Q,9) par
(9°9)s = Ga(s) © Ps © 95(15)- (4.1)

Remarque. Le groupe GL(Q,0) contient une copie du groupe multiplicatif G,, par
injection ¢ + (tIdy,)geq,-

4.2 Semi-stabilité dans R(Q, )

Soit @ = (Qo,Q1,, ) un carquois. Linéarisons 'action donnée par 4.1 en choi-
sissant un caractére GL(Q, ) — G,,. Pour cela, commengons par fixer § = (0,4)4e0,
un vecteur d’entiers naturels. Puis, notons 6 = (6,) € 7.C2rd(Qo) le tuple d’entiers tel
que

D 040, =0 (4.2)

q€Qo

et associons a 6 le caracteére yg : GL(Q,d) — G,,, donné par

(9g)acqo — ] det(gq)’, (4.3)
q€Qo

ou g4 € GL(V,) pour tout g € Q.
Enfin, pour V' = (V, ¢5)(4,5)c@ox @, une représentation de carquois, notons

0(V) = > 6, dim(V,)

q€Qo
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Définition 4.2.1. Soit @ = (Qo, @1, @, 8) un carquois.
La représentation de carquois V' = (Vy, ¢s)(q,s)c0ox@, est dite 0-semi-stable si pour
toute sous-représentation propre W = (W, qbs‘wq)(q,s)erle de V, on a

o(W) > 0. (4.4)

Nous allons utiliser, par la suite, le critéere de Hilbert-Mumford afin de mettre en
relation la notion de #-semi-stabilité et celle de yg-semi-stabilité.

Considérons v : G,,, = GL(Q,d) un sous-groupe & l-parametre. On sait que pour
tout g € Qo, on a la décomposition en poids

v, =Epv, (4.5)

nez

oqu ={v e V|Vt € Gy, (7(1))g(v) = t"v}.
On définit, pour tout n € Z, les filtrations suivantes

Vq(Zn) - @ Vq(k)_ (4.6)

k>n

Proposition 4.2.2. En reprenant les notations ci-dessus, sous l’action de Im(y), les

composantes ¢§m”) : Vé(ns)) — VOEEZ; sont multipliées par t™".

Preuve. Soit v € VB(?S)). Par définition, ((t))s(s)(v) = t"v. Donc v(t)g(ls)(v) =t""v.
Par conséquent,

(1) " )s(@) = (1)t 0 98" 0 (1)) ) (0)
= ( a(s)o¢gmn)) (t™"v)

= 7 (1B agey 0 6" ()
o0 ()
£ (v)

ou l'avant derniere égalité vient du fait que ¢§m (v) € Va(g; b3

Comme on a pour tout s € @1 et tout v € Vg, on a

= ¢, <Zvn> =3 6 ()

nez MEZneEZ

par conséquent, gln(l) ~(t) - ¢ existe si, et seulement si, pour tout s € Q1, ¢§m”) =0,
u
pour tous m < n. Ceci est équivalent au fait que ¢ donne lieu & une application

¢5‘V<>n> : V(( QI VDEZS") pour tout n € Z. Cela signifie alors que ¢ détermine des
B(s)

sous-représentations V,, = <V(>n), Qbs‘ (>n) pour chaque n € Z.

Vato) ) (9:5)€Qox Q1
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En résumé, un sous-groupe & 1-parametre v : G, — GL(Q, ) pour lequel la limite
}in(l) ~(t) - ¢s existe détermine une filtration
-

V2DV, 2Vp12---20

indexée par Z. De plus, réciproquement, il est évident qu’une telle Z-filtration est
associée & un sous-groupe & 1-parameétre v (pas nécessairement unique) pour lequel
la limite lim y(¢) - ¢ existe.
t—0
De plus, par la preuve de la proposition 4.2.2, la limite ci-dessus est non-nulle pour
m = n et donc pour ¢§””>. Mais, comme on a pour tout n € Z, Vq(") o~ MI(Z”)/VQ(ZHH),

alors
D (qu), ¢,gnn>)

~ By yh+d) 4.7
v = BV 0

(g,s

Proposition 4.2.3. Soit v un sous-groupe a 1-paramétre de GL(Q,0) et (Vy,)nez une
filtration associée a ~y. Alors

<xo, v >=Y_0(Vy) (4.8)
nez

Preuve. On a

H det(’Y(t)q)eq

q€Qo

H H m dim(Vq("))

qEQo NEZ

xo(7(t))

car, par définition, pour tout ¢ € Qq et tout n € Z,

moo0
’Y(t)qu/q(") =

Donc

xo( (1) = [ (e im0,

q€Qo
i (n)
_ tZQEQo 0, ZnEZ n dlm(Vq )

Par conséquent,

<xe,y> = Y 0 Y ndim(V™)

q€Qo nez

= Y n ) 4,dim (%@m/vq(zml))

n€Z q€Qq
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d’apres 4.7. Donc

<x6,7y> = Zn@(Vn/VnH)
neZ
= D0
neZ
ou la derniere égalité est obtenue par télescopage. Y

Remarque. La formule 4.8 requiére que 6(V,,) = 0 pour tout n € Z sauf un nombre
fini.

Théoréme 4.2.4. Soit Q = (Qo, Q1,, ) un carquois et 6 = (0q)qeq, un tuple
d’entiers naturels. Un point de R(Q, ) correspondant & une représentation de carquois
V = Vg, @s)(q,5)cox @, de vecteur dimension & est xg-semi-stable si, et seulement si,
V' est 0-semi-stable.

Démonstration.

<= Supposons que V soit f-semi-stable. Comme les sous-représentations (V,,)nez
de V sont propres, alors par définition 6(V,,) > 0 pour tout n € Z. D’ou, par la
formule 4.8 et le critere de Hilbert-Mumford la xg-semi-stabilité de V.

= Supposons que V soit xp-semi-stable. Une sous-représentation propre W =
(Wy, ¢|WB<5>) de V induit une Z-filtration avec V,,, = W pour un certain ng € Z
fixé et V;, = V pour tout n # ng. Pour le sous-groupe a 1-parametre y corres-
pondant a cette filtration, on a par la formule 4.8,

< x8,7 >= O(W).

Enfin, le critere de Hilbert-Mumford permet de montrer que #(1W) > 0 et donc
la O-semi-stabilité de V.

Y
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