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Introduction

Les groupoides sont des structures capables de décrire des propriétés de symétrie
de maniere plus générale que celles décrites par les groupes [17]. Ils ont été introduits
par H. Brandt en 1926 dans [1]. Sa définition venait de son travail sur la généralisation
de la composition de formes quadratiques binaires aux formes quadratiques quater-
naires. Brandt a alors vu comment utiliser la notion de groupoide pour généraliser
Parithmétique des idéaux d’anneaux d’entiers algébriques au cas non-commutatif en
remplagant le groupe abélien fini classique par un groupoide fini [2]. Cette structure
recut plus d’attention apres I'invention des catégories. En effet, un groupoide est une
(petite) catégorie dont toutes les fleches sont inversibles [3]. La définition de Brandt
fut ainsi retravaillée par de nombreux mathématiciens pour arriver a la définition que
nous présentons dans ce travail. Par la suite, I'utilisation des groupoides a été étendue
de maniere significative, dans les années 1950 par C. Ehressmann, qui a considéré
les groupoides dans le cadre des variétés différentiables. Avec le temps, ces derniers
sont devenus un outil tres important de la géométrie différentielle notamment pour
la classification d’espaces trop singuliers pour étre des variétés [3]. Dans ce cas, nous
sommes amenés a considérer avec beaucoup d’intérét les groupoides différentiables,
appelés aussi groupoides de Lie.

D’un autre coté, la géométrie riemannienne a été d’un grand support pour la
géométrie différentielle. Munir une variété d’'une métrique riemannienne permet de
Penrichir et d’y définir la notion de longueur, d’angle, etc. On étend alors les méthodes
de la géométrie analytique en utilisant des coordonnées locales pour effectuer ’étude
d’espaces dits courbes. Une métrique riemannienne nous permet aussi d’avoir sur
une variété des propriétés que l'on retrouve généralement dans les espaces euclidiens
telles que la notion d’orthogonalité, par exemple. Les concepts les plus notables de la
géométrie riemannienne sont la courbure de 'espace étudié et les géodésiques, courbes
résolvant un probléeme de plus court chemin sur cet espace. Toutefois, comme notre
approche de la géométrie riemannienne va rester tres élémentaire tout au long de ce
travail, nous n’allons pas aborder ses notions. La géométrie riemannienne peut aussi
étre d’'un grand support dans divers domaines des mathématiques tels que la théorie
géométrique des groupes, un domaine tres actif qui puise dedans beaucoup de ses
idées [10].

Le but de ce travail est de définir sur un groupoide une métrique riemannienne en
s’inspirant principalement des travaux de R. L. Fernandes et M. L. Del Hoyo dans [5].
Bien avant cela, des mathématiciens tels que E. Gallego, L. Gualandri, G. Hector et A.
Reventds ont déja entrepris de donner une telle définition dans [8], mais elle manque

ii



de prendre en compte toute la structure du groupoide en ignorant un élément clé.
C’est avec cette motivation que nous allons voir comment arriver a définir ce qu’on
appellera par la suite un groupoide riemannien.

Au premier chapitre, nous commencerons par aborder de maniere tres générale la
notion de métrique riemannienne, nous démontrerons qu’on peut toujours en définir
une sur n’importe quelle variété différentiable. Grace a cette métrique, on sera en
mesure de parler d’orthogonalité et d’isométrie, notions indispensables afin d’aborder
les submersions dites riemanniennes. Le role de ces dernieres sera non-négligeable dans
les prochains chapitres étant donné que les applications structurelles d’un groupoide
de Lie sont des submersions. Le chapitre se conclue par la définition d’une métrique
riemannienne sur les groupes de Lie qui prend en compte la structure de groupe. Cette
définition nous permettra d’établir par la suite une comparaison avec les métriques
que I'on définira dans le cadre des groupoides de Lie.

Au second chapitre, on définira les groupoides et on démontrera certaines proprié-
tés de base qu'’ils vérifient avant d’aborder les groupoides de Lie. La notion d’action
d’un groupoide sur un ensemble sera omniprésente dans cette partie du travail. En
particulier, on fera agir un groupoide de Lie sur une variété différentiable.

Au dernier chapitre, on donne d’abord un sens au fait qu'une métrique sur une
variété différentiable soit invariante sous I'action d’un groupoide de Lie. La suite du
chapitre se concentrera exclusivement sur la définition des métriques riemanniennes
sur un groupoide de Lie qui prendra en compte toute sa structure.
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1

Métriques riemanniennes

Apres un bref rappel de ce qu’est une variété riemannienne, nous définissons les
outils dont nous aurons besoin tout au long de ce travail tels que les submersions
riemanniennes. Dans la derniere partie du chapitre, on s’intéresse au cas particulier
de métrique riemmannienne sur un groupe de Lie.

1.1 Variétés riemanniennes

Définition 1.1.1. Soit M une variété de classe C*°.

Une métrique riemannienne sur la variété M est une application de classe C*°,
g: M — T?(M) de la variété M dans I'ensemble 72(M) des champs de 2-tenseurs
covariants, qui & tout point p € M associe un produit scalaire g, = g(p) sur T,M.
Le couple (M, g) est alors appelé variété riemannienne.

Exemple 1. L’application g : p — g, définie sur R", qui associe a tout point p € R",
par identification de T,R™ a R", le produit scalaire
g, + R"XR" — R

(u,v) — ULV

bl
iy

est une métrique riemannienne sur R™ appelée métrique euclidienne.
De 1a, on déduit que toute sous-variété S de R™ peut étre munie d’une métrique par
restriction de la métrique euclidienne & S.

Théoréeme 1.1.1 (Existence de métriques riemanniennes). Toute variété de classe
C* admet une métrique riemannienne.

Démonstration.
Soit (U;, ¢i)icsr une famille de cartes de la variété M telle que
=
2. Tout point p € M possede un voisinage V tel que V NU; # @ pour au plus un
nombre fini d’indices.
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Pour tout i € I, on peut définir une métrique riemannienne ¢* sur U; & partir de la
métrique euclidienne g en posant pour tout p € U; et tous u,v € T, M,

9p(1,0) = Gy, ) (Tppi (1), Tppi(v)).-
Soit (1;);c; une famille de fonctions de classe C> de M dans [0,1] et (O;)
famille d’ouverts de M telle que
i. Pour tout i € I, O; C U;;

. 0; =
el

iel une

ili. Pour tout i € I, ¥; = 0 sur le complémentaire de O; dans M ;
iv. Pour tout p € M, > 4;(p) = 1.
iel
Posons alors pour tout p € M et tous u,v € T, M,

= 1i(p)gh(u,v). (1.1)

i€l

Si p € U;, alors le 1™ terme 1); (p)g;(u, v) est bien défini. Sinon, comme %;(p) = 0,
alors @/}i(p)g;(u,v) = 0. De plus, d’apres la condition 2, la somme 1.1 a un nombre
fini de termes non nuls dans un voisinage de tout point p € M, donc elle définit bien
une forme bilinéaire.

Puis, comme pour tout ¢ € I, g; est symétrique, il en est de méme pour g,. Il ne reste
plus qu’a vérifier qu’elle est définie positive. On a

= i(p)gh(u, ). (1.2)

i€l

Comme chaque terme de la somme (1.2) est positif, elle est bien positive. De plus,
comme » 1;(p) = 1, alors la somme (1.2) pour u # 0 est non nulle, car il existe au
i€l
moins un iy € I tel que ¥;,(p) # 0. Y
Grace aux métriques riemanniennes, on peut définir sur une variété M les notions
de base que l'on retrouve sur les espaces euclidiens telles que les angles, une norme
sur 'espace tangent T, M pour p € M, etc. Dans le cadre de ce travail, on s’intéresse
particulierement a la notion d’orthogonalité et d’isométrie. Ce sont ces deux notions
que 'on va expliciter dans les définitions qui vont suivre.

Définition 1.1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne.

i. Pour p € M, on dit que le vecteur tangent u € T),M est orthogonal au vecteur
tangent v € T,M si gp(u,v) =0;

ii. Pour S C M une sous-variété de M et p € S, I’ensemble
NS ={veT,M|VueT,S,gy(u,v) =0}

est I’ensemble des vecteurs de T, M qui sont orthogonaux aux vecteurs de 7,5,
c’est un sous-espace vectoriel supplémentaire de 7,5 appelé espace normal a
la sous-variété S au point p.
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N,
A%

M 7,8

FIGURE 1.1 — L’espace normal en p.

Remarque. Si (M, g) est une variété riemannienne et si S et P sont deux sous-variétés
de M telles que S C P, alors N,P C N,S, pour tout p € S.

Proposition 1.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne et S C M une sous-variété
de M. Posons NS = {(p,vp) € TM |p€ S et v, € N,S}. Alors NS est une variété
de classe C°.

Preuve. Posons n =dim M et m =dim S.

Soit (Y'1,---,Y™) une famille de champs de vecteurs définis sur un ouvert U de M
telle que
i. Pour tout p € U, (Ypl, e 7Yp") est une base orthonormée de T, M. C’est-a-dire
. (Yp’,Yp) O si i#£7
que pour tous i,5 € {1,--- ,n} { (Y;f,YpJ) S iz

ii. Pour tout p € SNU, la famille (Y,',---,¥,™) est une base de T},S.

Une telle famille existe d’aprés [14] (Voir probléeme 3-1).
Par la suite, notons 7 : TM — M la projection canonique et définissons I’application

o ‘NS(SmU) —  (SNU)xR™
b S a¥)) o Gl )
i=m-+
Comme la famille (Yerl -+, Y') est une base de N, S, alors @ est bijective. De cette

fagon, on peut voir ( |NS(S nuU), <I>) comme une carte de N S.

Ensuite, considérons une autre famille (Z*,--- , Z") de champs de vecteurs définis sur
un autre ouvert V de M vérifiant les mémes conditions i. et ii. ci-dessus. Ainsi, qu'une
autre bijection ¥ définie sur 7r‘_NlS(S NV) de la méme fagon que ®.

On sait alors que pour tout p € UNV et tout i € {1,--- ,n}, il existe une matrice
A®) telle que

i s (P) 7j
YP*ZAU' ZIJ,.

Jj=1
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Donc pour tout p e SNU NV, on a

\I/o(I)—l(p,(amH,...,a < (Z Al (1) @is s Z A(p) ))

1=m-+1 i=m-+1

qui est un difféomorphisme.
Ce qui rend les cartes ( ‘NS(S nu), ) ( ‘NS(SO V), ) compatibles et nous
permet de conclure que N.S est une variété de classe C*. Y

Définition 1.1.3. La variété NS donnée a la proposition 1.1.1 est appelée fibré
normal de S.

Définition 1.1.4. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et f : M — N
un difféomorphisme. On dit que f est une isométrie si pour tout p € M, I'isomor-
phisme T}, f : T,M — T,y N est une isométrie. C’est-a-dire que, pour tout p € M et
tous u,v € T,M,

hyy (Tpf (), Tp f(v)) = gp(u,v).

1.2 Submersions riemanniennes
Commencgons par énoncer le résultat suivant qui est immédiat.

Lemme 1.2.1. Soient M et B deuzr variétés de classe C* et m : M — B une
submersion. Soitp € M et soit H, un sous-espace de T,M supplémentaire a ker(T,).
Alors Hy, est isomorphe a Ty, B.

Rappelons que si m : M — B est une submersion, alors pour tout p € M, ’ensemble
71 ({n(p)}) est une sous-variété de M et on a T, ({m(p)}) = ker(T,n).

Ensuite, remarquons qu’en général il n’existe pas de choix naturel du supplémen-
taire H, dans le lemme ci-dessus. Cependant, lorsqu’on est dans le cas des variétés
riemanniennes, on peut choisir le supplémentaire orthogonal de ker(T,7) dans T, M
qui n’est autre que l'espace normal N7~ ({m(p)}) que 'on notera plus simplement

Hg.

Définition 1.2.1. Soient (M, g) et (B, h) deux variétés riemanniennes et 7 : M — B
une submersion. On dit que 7 est une submersion riemannienne si pour tout
p € M, I'application TPWIHZ : H) — Tr(p) B est une isométrie. C'est-a-dire que, pour
tout p € M et tous u,v € HY,

hap) (Tpm(w), Ty (v)) = gp(u, v).
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FIGURE 1.2 — Illustration d’une submersion riemannienne.

Exemple 2. Soit (M, g) une variété riemannienne. Considérons sur M x M la mé-
trique produit définie pour tout (p,q) € M x M et tous (u1, uz), (v1,v2) € Tp,M X
T,M par

g(p,q)((ulﬂ u2), (’Ulﬂ U2)) = gp(uh 1)1) + gq(u% 1)2)'
Montrons alors que la premiere projection m; : M x M — M est une submersion
riemannienne.
Pour commencer, on a

ker(T(, qm1) = {0} x TeM

qui est isomorphe a T, M. Ainsi,

N ({p}) = T,M x {0}.

Soient maintenant (p,q) € M x M et u,v € T,M. On a

gP(T(P»Q)Wl (u’ 0)7 T(;D,q)ﬂ—l (’U7 O)) = gp(uv U)

et
g(p,q)((uv 0)7 (Ua O)) = gp(uv U) + gq(ov 0) = gp(u7 ’U)v
d’ou le résultat.

De la méme maniére, on montre que la seconde projection est aussi une submersion
riemannienne.

On va voir qu’étant donnée une submersion 7 : M — B et une métrique sur la va-
riété M, on peut définir une métrique riemannienne sur la variété d’arrivée B a partir
de celle de la variété de départ M de sorte que la submersion 7 soit riemannienne.

Définition 1.2.2. Soient (M, g) une variété riemannienne, B une variété de classe
C*® et m: M — B une submersion. On dit que la métrique g sur M est m-transverse
si pour tous p,q € M tels que 7(p) = 7(q), la composition

-1
T,m oTpm 4,9
N 4 Py

HY HY

p q

Trp)B = Tr(g)B
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est une isométrie. C’est-a-dire que pour tous u,, v, € HJ et tous ug, v, € HJ tels que
Tym(up) = Tym(ug) et Tym(vy) = Tym(vg),

9q(ug,vq) = gp(up, vp).

Exemple 3. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété riemannienne (M, g)
par une action notée 6 telle que pour tout =z € G, le difféomorphisme 6, : M — M,
p+— x - p est une isométrie.

Supposons de plus que l'action 6 soit propre et libre. Dans ce cas, I’espace des orbites
M/G possede donc une structure de variété qui fait de la surjection canonique 7 :
M — M/G une submersion [15].

La métrique g est m-transverse. En effet, soient p,q € M tels que 7(p) = 7(q) et
up, vp € HY et ug, vy € HY tels que Tym(uy) = Tym(uy) et Tpm(vp) = Tym(vg).
Comme 7(p) = 7(q), alors il existe z € G tel que ¢ = 0(z,p).

De plus, comme Tp9m|7-tg : HJ — HJ est une isométrie, alors,

9q(Tpbz(up), Tpbz(vp)) = gp(up, vp)-

Il reste & montrer que T,0,(u,) = u, et que T8, (vy) = vy
Comme T, pﬁgvmg : HJ — HJ est un isomorphisme, il existe alors un unique vecteur u;,
tel que ug = Tp0.(uy). Or wo 6, = 7, ainsi

Tym(ug) = T;D(7T o %)(u;) = Tp”(u;)‘
Mais Tym(uq) = Tpm(up), par conséquent

Tym(up) = Tym(uy,)

P

/

Le fait que Tymys : Hy — Tr(p) (M/G) est un isomorphisme implique que u, = uy,

9~y —
d’ott Tpb, (up) = ug.
De la méme manieére, on montre que T8, (vp) = vg.

Proposition 1.2.1. Soient (M, g) une variété riemannienne, B une variété de classe
C® etm: M — B une submersion. Si la métrique riemannienne g est w-transverse,
alors il existe une unique métrique riemannienne h sur B telle que m soit une sub-
MEersion riemannienne.

Preuve. Soient p € M et w, 2z € Ty, B.
Comme Tp7T|7_Lg est un isomorphisme, il existe deux uniques vecteurs u,v € H7 tels
que w = Tpm(u) et z = Tpw(v). Posons alors

ha(p) (W, 2) = gp(u, ). (1.3)

Cette application est bien définie car hr(, ne dépend pas de p puisque la métrique
riemannienne g est m-transverse.

Ensuite, I'application h définit bien une métrique riemannienne sur la variété B, cela
provient du fait que g est une métrique riemannienne sur M.

Enfin, il est immédiat que cette métrique est unique. b3

Grace a la proposition 1.2.1, on est en mesure d’affirmer que se donner une sub-
mersion riemannienne et une métrique sur la variété de départ transverse a celle-ci
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permet de trouver une métrique tres particuliere sur la variété d’arrivée. Il est aussi
aisé de voir que, réciproquement, si on se donne une métrique pour la variété de dé-
part transverse a une submersion et la métrique 1.3 sur la variété de d’arrivée, alors
la submersion en question est riemannienne. En considérant donc ces deux métriques
riemanniennes, on peut rendre riemannienne n’importe quelle submersion. Remar-
quons que cela est rendu possible grace a la donnée d’une métrique transverse a la
submersion.

Proposition 1.2.2. Soient M et B deuz variétés de classe C*° et m : M — B une
submersion. Il existe alors une métrique riemannienne w-transverse sur M.

Preuve. Voir les références [5] et [18]. S

Remarque. A Vaide des propositions 1.2.1 et 1.2.2, on conclue que si on se donne une
submersion 7 : M — B, une métrique riemannienne g sur M, alors

g est m-transverse, et

Lo L . <= 7 est une submersion riemannienne.
h est une métrique sur B vérifiant 1.3

Proposition 1.2.3. Soient M, B et R trois variétés, m : M — B une submersion et
7: R — M une submersion surjective. Soit 1 une métrique riemannienne T-transverse
sur R. Alors i) est (m o T)-transverse si, et seulement si, la métrique riemannienne g
définie sur M pour tout a € R et tous u,v € H] par

9r(a) (TaT(u)a TaT(v)) = na(u7 ’U)
est w-transverse.

Preuve.
(== ) Soient p,q € M tels que 7(p) = 7(q) et u, et v, € HJ et u, et v, € HJ tels
que Tpmipg (up) = Tamppg (uq) et Tymzg (vp) = Tamag (vg).
Comme T est surjective, il existe a € R et b € R tels que p = 7(a) et ¢ = 7(b) et
comme TbTmZ est un isomorphisme, il existe deux vecteurs uniques u; et v, € ’HZ tels
que Tp7(up) = uq et Tpr(vp) = vy.
On a donc

9q(Ug;vq) = Gr(v) (TbT\Hg (wo), TyTiaygn (Ub)) = 1y (up, vp).

Mais, comme 7 est w o T-transverse, alors

(b, V) = Ta(Ua, Va),
d’ou
9q(Uq; vg) = gp(Up, Up).
(<= ) Soient a,b € R tels que (mo7)(a) = (mo7)(b) et uq et v, € H et up et vy, € Hy
tels que T (m o 7)1 (ua) = Ty(m o 7)gyn (up) et To(m o 7) 3 (va) = Ty(m 0 7)jgyn (v1).
On a
Mo (up, vp) = grvy (To7(up), ToT(v)) -

Mais comme g est m-transverse, alors

9r(b) (Tbng (ub)vaTH{Z (Ub)) = 9r(a) (TaTmz (ua)7TaT\H2 (”a)) )
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d’ou
M6 (Up, Vp) = Na(Uq, Va).

oY

Remarque. De la remarque précédente, on déduit qu’en particulier, la composée d’une
submersion riemannienne avec une submersion riemannienne surjective est une sub-
mersion riemannienne.

1.3 Meétriques invariantes par ’action d’un groupe
de Lie

Comme un groupe de Lie est en particulier une variété de classe C*°, on peut
le munir d’'une métrique riemannienne. Toutefois, pour ajouter de l'intérét a cette
métrique, nous allons la choisir de telle sorte qu’elle tienne compte la structure de
groupe.

Soit G un groupe de Lie. Il agit sur lui-méme par multiplication a gauche. Cette
action nous permet de définir pour tout x € G, la translation a gauche

L, : ¢G — G
p = xp

qui est bien un difféomorphisme.

Définition 1.3.1. Soit G un groupe de Lie et g une métrique riemannienne sur G.
La métrique g est dite invariante a gauche si pour tout z € G, la translation
Ly : G — G est une isométrie. C’est-a-dire que pour tout p € G, et tous u,v € T,G,

Gup(TpLz(w), Tp Ly (v)) = gp(u,v).

Proposition 1.3.1. Soit G un groupe de Lie et e I’élément neutre de G. Soit < -,- >
un produit scalaire sur T,G. Alors la métrique g sur G définie pour tout p € G et tous
u,v € T,G par
gp(u,v) =< T, L,-1(u), TpLy,-1(v) >

est invariante a gauche.
Preuve. Comme < -,- > est un produit scalaire, g définit bien une métrique rieman-
nienne sur G. Il ne reste plus qu’a vérifier que cette métrique est invariante a gauche.
Soient z,p € G et u,v € T,G, alors
Gap(TpLay(w), Ty Ly (v)) =< TppLp-1,-1 (TpLay()), TopLyp—1,—1 (T Ly (v)) >

=< Tp (Lp71r71OLw) (u),Tp (Lp71m71OLw) (’U) >

=<T,Ly,-1(u), TyLy-1(v) >

= gp(u,v).
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Remarque. La proposition 1.3.1 signifie que pour avoir une métrique riemannienne
invariante a gauche sur G il suffit de se donner un produit scalaire sur ’espace tangent
T.G en I'élément neutre. De plus, remarquons que pour tous u, v € T.G, et pour la
métrique invariante a gauche g définie par la proposition 1.3.1,

ge(u,v) =< u,v >.

Exemple 4. Soit n € N*. Considérons GL,(R), le groupe des matrices de détermi-
nant non nul et notons I,, la matrice identité.

On sait que T7, GL,(R) n’est autre que l'espace des matrices carrées M, (R). Donc,
le produit scalaire sur M, (R) défini pour toutes matrices carrées C, D par

< C,D >=tr(*CD)
permet de munir GL,(R) de la métrique riemannienne
ga(C,D) =tr('C*A'A"'D) A€ GL,(R), C,D € M,(R)

Plus généralement, si un groupe de Lie agit sur une variété riemannienne, on peut
définir une métrique invariante sur cette variété. C’est la définition suivante

Définition 1.3.2. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété riemannienne
(M, g) par une action 0 de classe C*. On dit que la métrique g est f-invariante si
pour tout z € G, le difféomorphisme

0, : M — M
p > 0(z,p)

est une isométrie. Dans ce cas, on dira que le groupe G agit sur la variété M par
isométries.

On sait que l'orbite O, d’un point p € M par I'action du groupe de Lie G sur
la variété M est une sous-variété de M [15]. On va voir alors que l'on peut raffiner
la définition de métrique invariante sur les orbites en utilisant les espaces normaux.
C’est une définition analogue a celle-ci que 'on va retrouver plus tard dans le cas des
groupoides de Lie.

Définition 1.3.3. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété riemannienne
(M, g) par laction 6 : G x M — M de classe C*.

La métrique g est dite transversalement 6-invariante si pour tout x € G, tout
p € M et tout g € Oy, 'application 740, n,0, : NgOp — Ni.qO)p est une isométrie.
C’est-a-dire que pour tous u,v € NyOp,

Jz-q (Tpew(u)v Tpew(v)) = gq(u, v).

Proposition 1.3.2. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété riemannienne
(M, g) par une action 8 : GXx M — M de classe C*°. Si la métrique g est O-invariante,
alors elle est transversalement 0-invariante.



1.3. METRIQUES INVARIANTES PAR L’ACTION D'UN GROUPE DE LIE

Preuve. 1l suffit pour z € G, p € M et ¢ € O, de restreindre I'application tangente
140, & NyOy. Y

La notion de métrique transversalement invariante par ’action d’un groupe de Lie
est plus générale que celle de métrique invariante par l’action d’un groupe de Lie.
Nous verrons, par la suite, que, dans le cas des groupoides, on ne peut pas avoir cette
derniere. C’est pourquoi, la premiere sera d’une grande importance.
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2

Groupoides de Lie

2.1 Généralités

Définition 2.1.1. Un groupoide est un couple d’ensembles (G, M) muni de la struc-
ture définie par

i. Deux applications surjectives s : G — M et t : G — M appelées respectivement
source et but ;

ii. Une loi de composition partielle * : (x,y) — x x y définie sur
GO = {(2,y) € G x G| t(y) = s(2)}

et & valeurs dans G. Cette loi satisfait les conditions suivantes :

> Compatibilité avec s et t. Pour tout (z,y) € G,
s(zxy) = s(y) et t(xxy) = t(r);
> Associativité. Pour tous ,y,z € G tels que (z,y) € G? et (y,2) € G,

iii. Une application injective € : M — G appelée section unité. Elle vérifie
> soe=toe=r1idp;
> Pour tout z € G, e(t(z)) xx = v xe(s(x)) = .

iv. Une application bijective involutive ¢+ : G — G, appelée inversion, telle que
pour tout = € G,

> (z,u(z)) € G et ((z),z) € GP;
> xxi(z) =e(t(x)) et t(x) xx = e(s(x)).

L’ensemble M est appelé ensemble des objets du groupoide, on l'identifie parfois a
Pensemble (M) des unités de G. Quant & I'ensemble G, on 'appelle ensemble des
fleches du groupoide et I'ensemble G(2) ensemble des fleches composables.

Le groupoide ainsi défini sera noté G X M .

11



2.1. GENERALITES

I % e(p)
) AA O
M sy ty) =s@)  tz) P

FI1GURE 2.1 — Un groupoide

Notation. Lorsqu’il s’agira de considérer I'application, on préférera noter la loi * du
groupoide G j M par k.

Exemple 5. Soit G un groupe et e son élément neutre.
Le couple (G, {e}) est un groupoide, ol

s + G — {e} t o G — {e}

Tr e Tr €.

A ce moment, I’ensemble des fleches composables est G x G tout entier et la loi du
groupe est la loi de ce groupoide.
La section unité est 'application

e : e} +— G
e — e

et I'inversion est définie par

¢+ G — G
r +— z L

On voit alors qu’un groupe n’est qu’un cas particulier de groupoide.

Exemple 6. Prenons G = R? et M =R.
On peut définir une structure de groupoide sur ce couple d’ensembles en définissant
les applications structurelles que voici

s R2 — R t R2 —
(pq) = p (r,g) — ¢

L’ensemble des fleches composables G(2) est défini par

G ={((.q),(p,0) eR* xR*|s(p/,q') = t(p,q)}
={((t),d), (p,q)) e R* xR?|p' = ¢}
={((¢,4), (p.q)) € R* x R?}.

La loi du groupoide est donnée comme ceci :

Kk G® — G =R?
(¢:94), (», @) +— (¢.4)*(,q) = (p,d)

Elle vérifie les propriétés suivantes :

12



CHAPITRE 2. GROUPOIDES DE LIE

> Pour tous ((¢,¢'), (p,q)) € R?, on a

5(((¢,4") * (,9)) = s(p,q') = p = s(p,q)

et
t(((¢,4") * (0, 0)) = t(p,¢) = ¢ =t(',q').

> Pour tous (¢,q'), (p,q), (p',p) € R?, on a
((0:4) * (@) = (¢, p) = (p.d') = (P, p) = (W', 4")

et
(¢:4) * ((p,0) * (®',p) = (¢,¢) * (', 0) = (¥, d).

La section unité est 'application définie par

e : R +— R2
p > (p,p)

et elle vérifie

> Pour tout p € R, (so¢e)(p) = s(p,p) =pet (toe)(p) = t(p,p) = p;
> Pour tous (p,q) € R%, on a

e(t(p,q)) * (p,q) = (¢,9) * (,q) = (P, q)

et
(p,q) *e(s(p,q)) = (p,q) * (p,p) = (P, Q)

Enfin, il ne reste plus qu’a définir I'inversion

. R2 —  R2
(r,q9) — (g,p)

et elle vérifie

> Pour tous (p,q) € R?, on a

5(u(p,q)) = s(q,p) = ¢ = t(p,q)

et
t(¢(p,q)) = t(q,p) = p = 5(p, q).

> Pour tous (p,q) € R%, on a
(p,q) x u(p,q) = (p, @) * (¢,p) = (¢.9) = (t(p, q))
et

u(p,q) * (p,q) = (¢,p) * (p,q) = (p,p) = €(5(p, 9))-

13
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En identifiant M = R et ¢(M), on peut représenter ce groupoide avec la figure ci-
dessous

FIGURE 2.2 - Le groupoide R? X R

Cet exemple se généralise a n’importe quel ensemble M en définissant de maniere
analogue le groupoide M x M —X M appelé groupoide des paires de M.
Cet exemple nous donne aussi une autre maniere de visualiser un groupoide que celle
de la Figure 2.1 :

FIGURE 2.3 — Autre représentation d’un groupoide
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CHAPITRE 2. GROUPOIDES DE LIE

Exemple 7. Soit I' un groupe agissant sur un ensemble M par une action notée
0:T'x M — M.

Le couple (I' x M, M) est un groupoide appelé le groupoide des transformations
de M par I'action de T", ol

s:I‘xM—>Mett:FxM—>M

(x,p) = p (xz,p) +— 0O(z,p)

Posons G =TI' x M. L’ensemble des fleches composables G(?) est donné par

G® = {((z,p), (y.9)) € G x G|t(y,q) = s(z,p)}
={((z,p),(y,9)) € G x G|0(y,q) = p}
={((z,0(y,9), (y,9)) |z,y €T, qg € M}.

Par la suite, on définit la loi * par

Kot G® — G
(2,0(y,9), (v,0) +— (2,0(y,9) * (y,9) = (zy, ).

Elle vérifie les propriétés suivantes :
> Pour tous ((z,0(y,q), (y,q)) € G?, on a
s((z,0(y, ) * (v, 9)) = s(zy,q) = ¢ = 5(y,q)

et
t((z,0(y,q) * (y,q)) = t(zy,q) = 0(zy, q) = t(x,0(y,q)).

> Pour tous (x,0(yz,q)), (y,0(z,q)) et (z,q) € G, on a
((z,0(yz, ) * (y,0(2,0))) * (2,0) = (2y,0(2,9)) * (2,9) = (2y2,q)
et
(#,0(yz, ) * ((y,0(2,9) * (2,9) = (2,0(yz,9)) * (y2,9) = (22, q).
Puis, si on note e ’élément neutre de G, alors on définit la section unité par

e : M +— G
p — (ep).
En effet, on a bien les propriétés suivantes :
> Pour tous p € M,
(soe)(p) =s(e,p) =p
et
(toe)(p) =t(e,p) = b(e,p) = p;

> Pour tous (x,p) € G, on a

e(t(z,p)) * (z,p) = e(0(x,p)) * (x,p) = (e,0(x,p)) * (x,p) = (ex,p) = (z,p)

et
(z,p) *e(s(x,p)) = (x,p) xe(p) = (x,p) * (e,p) = (ze,p) = (z,p).
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Enfin, il ne reste plus qu’a définir I'inversion
¢ G — G
(z,p) — (271, 0(z,p)).
Elle vérifie les propriétés :
> Pour tous (z,p) € G, on a
s(u(z,p)) = s(z™,0(z,p)) = Oz, p) = t(x,p)
et
t(e(z,p)) = t(z™", 0z, p)) = 0(z ", 0(x,p)) = O(z™ "z, p) = p = s(,p).
> Pour tous (x,p) € G, on a
(z,p) * (2, p) = (z,p) * (27", 0(x,p) = (27", 0(z,p)) = (¢,0(z,p)) = (t(z,p))
et

oz, p) * (z,p) = (71, 0(x,p)) * (z,p) = (¢~ 2, p) = (e,p) = e(s(x,p)).

Proposition 2.1.1. Soit G XM un groupoide et soit p € M.
L’ensemble G, défini par

Gp = {z € G|s(z) = t(z) = p}
est un groupe pour la restriction de la loi k a Gp X Gp.

Preuve.

> Soient z,y € Gy.
Comme s(z*y) =s(y) =pet que t(x xy) =t(x) =palors x xy € G, ;
> Comme s(e(p)) = t(e(p)) = p alors (p) € G)p. Plus précisément, e(p) est 1’é1é-
ment neutre de G,. En effet, pour tout € G, on a x xe(p) =z *xe(s(x)) =z
et e(p) xx =e(t(x)) xz =z,
> Enfin, pour © € Gy, 1(z) € Gy, car s(v(x)) = t(z) = p et t(t(z)) = s(x) = p et
par définition de groupoide, il s’agit de I'inverse de z.
Y
Définition 2.1.2. Le groupe G}, de la proposition 2.1.1 est appelé groupe d’iso-
tropie du point p.

Exemple 8. Soit I un groupe agissant sur un ensemble M et considérons le groupoide
des transformations de M par 'action de I' défini a ’exemple 7.
Soit p € M et posons G =T x M. Le groupe d’isotropie du point p est

Gp = {(z,q) € G|s(z,q) = t(z,q) = p}
={(z,p) € G|0(z,p) = p}
= Stabg(p) x {p}

ol Stabg(p) désigne le stabilisateur du point p par ’action 6.
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Définition 2.1.3. Soit GjM un groupoide, H C G et S C M. On dira que le
couple (H,S) est un sous-groupoide de G j M si les conditions suivantes sont
vérifiées :
i. s(H)y=5,t(H)=Sete(S)CH;
ii. Pour tous z,y € H composables, x xy € H ;
ili. Pour tout z € H, «(x) € H.
Dans ce cas, ce sous-groupoide sera aussi noté H j S
En d’autres termes, un sous-groupoide est un couple de sous-ensembles de fleches
et d’objets qui forme un groupoide. Les applications structurelles ne sont autres que
les restrictions des applications structurelles du groupoide ambiant.
Exemple 9. Soit G X M un groupoide.
1. Le couple (¢(M), M) est un sous-groupoide appelé groupoide neutre;
2. Soit p € M. Alors le couple (G, {p}) est un sous-groupoide ;

3. Plus généralement, soit A C M et posons G4 = s~ 1(A)Nt~1(A).
Le couple (G 4, A) est alors un sous-groupoide pour la restriction des applications
structurelles du groupoide G X M .

Exemple 10. Soient M et B deux ensembles et 7 : M — B une surjection. Consi-
dérons l’ensemble

M xp M ={(p,q) € M x M |m(p) =7(q)}

Le couple (M x g M, M) est un sous-groupoide du groupoide M x M j M des paires
de M, on l'appelle groupoide de la surjection n. En effet,

> Soient (p,q) et (r,p) € M xp M deux éléments composables de M x g M.
On a (p,q) * (r,p) = (r,q) et comme 7(p) = 7(q) et que w(r) = w(p), alors
7(q) = m(r) et donc (r,q) € M x5 M.

> Soit (p,q) € M xp M. Comme ¢(p,q) = (q,p) alors t(p,q) € M x5 M;

> Comme pour tout p € M, e(p) = (p,p), il est évident que e(M) C M xpg M ;
De plus, comme pour tout p € M, s(p,p) = p et t(p,p) = p alors on a aussi
s(M x5 M) =M et t(M x5 M) = M.

2.2 Action d’un groupoide sur un ensemble

Définition 2.2.1. Soit G X M un groupoide. Soit £ un ensemble. Soit 7 : E — M
une application. Considérons I’ensemble

Gxy E={(x,q) € G X E|s(x) =7(q)}
On dit que le groupoide G j M agit sur ’ensemble E s’il existe une application

0 GXME — E
(r,q9) +— O(x,q) =7 ¢

telle que
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i. Pour tout (x,q) € G xy E, 7(z - q) = t(x);
ii. Pour tout (y,2) € G@ et tout g € Eou (z,q) € GxpE,y-(z - q) = (y*x)-q;
ili. Pour tout ¢ € E, e(7(q)) - ¢ =q.

L’application # est appelée ’action du groupoide G j M sur 'ensemble E et ’ap-
plication 7 est appelée le moment de ’action 6.

Gxy BB Gxy E

G—— M+ G

Définition 2.2.2. Soit G j M un groupoide agissant sur un ensemble F par une
action 6 de moment 7. Soit ¢ € E.
On appelle orbite de ¢ I'ensemble que 'on note O(q) et défini par

O(@) ={z - qlz e s~ ({r(a)})}

Exemple 11. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Soit e 1’élément neutre
de G. En regardant le groupe G comme étant le groupoide G X {e} , laction de G

sur £ définit une action de G X {e} sur E de moment 7 : p > e.

Exemple 12 (Action d’un groupoide sur son ensemble des objets).
Soit G =X M un groupoide. Posons E = M et 7 = idyy.
Dans ce cas, ’ensemble G x5y M est défini par

G > M = {(2,p) € G x M|s(z) = p} = {(z, 5(x)) | € G}

qui rien d’autre que le graphe de la source s qui est en bijection avec G.
Le groupoide G 3 M agit sur son espace des objets M par

0 GxyM — M
(2,5(x)) +— Bz,s(z)) = - s(z) = H(x)
Vérifions alors qu’il s’agit bien d’une action d’un groupoide :

> Il est évident que pour tout = € G, idp(6(z, s(x))) = t(x);

> Soit (y,2) € G®. On a 8(y, 0(x, s(x)) = O(y, t(x)) = 0y, s(y)) = t(y).
D’un autre coté, (y x x, s(y x x)) = t(y xx) = t(y);

> Soit p € M. On a bien (e(id s (p)), s(e(p))) = t(e(p)) = p.
Enfin, orbite d’un point p € M est donnée par O(p) = {t(x) | s(x) = p}

Exemple 13 (Action d'un groupoide sur son ensemble des fleches).

Soit G X M un groupoide. Posons F = G et 7 = ¢.
Dans ce cas, 'ensemble G x s G est défini par

GxnG={(z,q) € GxG|s(x)=t(q)} =G?.
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Le groupoide G —X M agit sur son espace des fleches G par

 : GxyG — G
(z,q) — O(x,q) =z *q.

Vérifions alors qu’il s’agit bien d’une action d’un groupoide :
> Par définition, pour tout (z,q) € G, t(z * q) = t(x);
> L’associativité de la loi * donne le deuxieme point de la définition ;
> Soit ¢ € G. On a par définition e(t(q)) * ¢ = g.

Enfin, Porbite d’'un point ¢ € G est donnée par

O(q) = {z*q|s(z) =t(q)} = s~ ({t(@)}) * ¢

Exemple 14 (Action d’un groupoide sur ’ensemble des fleches composables).
Soit G X M un groupoide. Posons E = G?) et définissons Papplication

™ . G® = M
(,y) — 7(,y) = s(z) = t(y).

Considérons I'ensemble (G x pr G(?)), défini par
(G s GD), = {(2 (3,1) € G x GO | s(2) = 5(z) = )}
Le groupoide G —X M agit sur espace des fleches composables G® par

0 : (GxpyGP), — G
(z, (z,9)) — (zxu(2),zxy).

Vérifions alors qu’il s’agit bien d’une action d’un groupoide :
> Soit (2, (z,9)) € G xpr GP), alors 7 (x * 1(2), 2z x y) = t(z xy) = t(2);

> Soient (z1,2) € G®) et (z,y) € GP tel que (22, (x,y)) € (G xar GP),. On a
alors

07 (21,0% (22, (x,9))) = 0" (21,

0% (22 % 21, (x, ))
> Soit (z,y) € G?). On a alors
0% (e("(2,9)), (2, y)) = (2 v(e(s(2))), e(t(y)) * y) = (z,y).
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Soit maintenant (g, o) € G®). L'orbite de (zg, o) par 'action #* est donnée par

O+ (20,y0) = {07 (2, (z0,%0)) | 5(2) = 7" (0, %0) }
= {(zo * 1(2), 2 x yo) | 5(2) = s(z0) = t(y0)}

Montrons que O, (zg,%0) = £~ ({zo * yo})-

Comme pour tout z € G tel que s(z) = s(zg) = t(yo), To * t(2) * 2 * Yo = o * Yo, alors
O.(0,90) C K ({mo * yo})-

Réciproquement, soit (z,y) € k=1 ({xo * yo}). Ce qui signifie que x x y = xq * yo et on
a en particulier s(y) = s(yo). Posons alors z = y * ¢(yo)-

On a donc y = z * yo et s(z) = s(y * t(yo)) = s(t(yo)) = t(yo)-
Comme z %y = xg * Yo et y = 2z * yo, alors « * (2 * yg) = xg * yo. Donc z * z = ¢ et
donc z = g * 1(2). D’ou (z,y) = (g * 1(2), 2z *xyo) et s(z) =t(yo) = s(x0)-

Proposition 2.2.1 (Groupoide d’action).
Soit G j M un groupoide agissant sur un ensemble E par une action notée 0 de
moment 7. Alors le couple (G x pr E, E) est un groupoide appelé groupoide d’action.

Preuve. Les application source et but sont définies par

s GXME — F ot t GXME — E
(r,q) +— ¢ (r,q) = 0O(z,q).

L’ensemble (G x s E)?) est défini par
(G XM E)(Q) = {(l'vg(y7Q)7yvq) | ((E,y) € G(2) et (y7Q) €G XM E}
et la loi de composition partielle par

E: (GxyE)?® — GxyE
(z,0(y,9),v,9) — (z*y,q).

Puis, la section unité est définie par

e« EF — GXME
qg — (e(7(9), 9)-

Enfin, I'inversion est définie par

Lo GXME — GXN[E
(z,q)  — (z),0(z,q)).

oY

Exemple 15. Si G =T est un groupe et si M = {e} avec e ’élément neutre de T,
alors le groupoide d’action est exactement le groupoide des transformations de {e}
par l'action de T'.
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2.3 Groupoides de Lie

Dans cette section, nous allons définir un groupoide de Lie d’'une maniere analogue
a la définition d’un groupe de Lie; c’est-a-dire, munir un groupoide d’une structure
C* tout en ajoutant des hypothese de compatibilité.
Définition 2.3.1. Un groupoide de Lie est un groupoide G j M pour lequel
i. G et M sont des variétés de classe C*;
ii. s:G— M ett:G— M sont des submersions;
iii. k:G® — G est de classe C*;
iv. € : M — G est de classe C*>;
v. ¢ : G — G est de classe C™.
Plus précisément, les applications € et ¢ sont respectivement une immersion et un
difféomorphisme. Ce n’est qu'une conséquence immédiate des propriétés élémentaires

qu’elles vérifient. Quant & la raison pour laquelle s et t sont des submersions, la
proposition suivante explique cela,

Proposition 2.3.1. Soit G X M un groupoide de Lie. Alors, l'ensemble des fléches
composables G est une sous-variété de G x G.

Preuve.
Considérons 1’ensemble

Ay =A{(p,p)|p € M}.

Comme M est une variété, Ay, l'est aussi. De plus, on a
(s,t)"H(Ap) = G?.

Comme s et t sont des submersions, il en est de méme pour le couple d’applications
(s,t), d’ott le fait que (s,t) " (Aps) est une sous-variété. B

Remarque. Comme so k = 50y, oll T : G — G désigne la seconde projection, et
7 )
que s et my sont des submersions, on déduit que k est elle aussi une submersion.

Exemple 16. Tous les groupoides précédemment cités peuvent étre des exemples de
groupoides de Lie :
> Si M est une variété de classe C*°, alors le groupoide M x M j M des paires
de M est un groupoide de Lie;

> Si G est un groupe de Lie agissant sur une variété M de classe C*°, alors le
groupoide G x M X M des transformations de M est un groupoide de Lie.

Exemple 17. L’un des premiers exemples de groupes de Lie est le groupe GL,(R).
En se donnant un fibré vectoriel (F,m, M) de classe C* et de dimension n € N*
(voir la section 3 du chapitre 2 de [14]), on va définir un groupoide de Lie analogue.
Considérons I’ensemble

GL(E) ={¢pq : Ep, = E4|p,qg € M et 1y, est un isomorphisme}.
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Dans ce cas, le couple (GL(E), M) est un groupoide de Lie, appelé groupoide gé-
néral linéaire de F, ou les applications structurelles sont définies par
s © GL(E) — M t . GL(E) — M

et
(o — D Upq — q.

L’ensemble des fleches composables est

GL(E)(Q) = (d’pqa%‘p) |p,q,7” S M}

La loi du groupoide est la composition des applications. C’est-a-dire que pour tous
p,q, v € M, on a
Upg * Yrp = Ypg © Yrp.

La section unité est définie par

e : M — GL(E)
p > idg,.

L’inversion est définie par

. : GL(E) — GL(E)
Upg U

Enfin, le fait que GL(E) soit une variété vient de la structure de fibré vectoriel définie
ci-dessus. En effet, la famille (7= (U;), ¢; : U; x R™ — wil(Ui))ieI est un atlas de £
ot (U;)ier est un recouvrement ouvert de M. Définissons alors, pour tous i,j € I,
I’application

(I)ij : Uj X GL(R”) x U, — 8_1(Ui) ﬁt‘l(({j)
(¢;L,p) — pfoLo(p]) .

Chaque ®;; est une bijection et les (®;,,) ! o ®;; sont des difféomorphismes. Ce qui
fait de GL(E) une variété de classe C*> pour laquelle ®,;,4, j € I sont des difféomor-
phismes.

Ensuite, le fait que les applications structurelles soient de classe C* est le résultats
de calculs locaux. Enfin, le fait que la source s et que le but ¢ soient des submersions
vient en considérant la surjection

p  MxM — GL(E)
(p;q) — Ypg

qui nous donne les deux égalités m; = sop et mg = t o p qui font de s et t des
submersions.

Définition 2.3.2 (Sous-groupoide de Lie).
Soit G j M un groupoide de Lie. Un sous-groupoide de Lie est un sous-groupoide
H j S de G j M pour lequel

i. H et S sont des sous-variétés de G et M respectivement ;

ii. Pour tout v € H, Ts(T, H) = Ty()S et Tpt(To H) = Ty)S.
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Exemple 18. Soient G —X M un groupoide de Lie et U C M un ouvert de M (et
donc une sous-variété de M). Posons Gy = s~ H({U) Nt~1(U), c’est un ouvert de G et

donc une sous-variété de G. Le sous-groupoide Gy j U est un sous-groupoide de
Lie.

Exemple 19. Soient M et B deux variétés de classe C* et m : M — B une submersion
surjective. Considérons ’ensemble

M xp M ={(p,q) € M x M |m(p) =7(q)}

C’est une sous-variété de M x M car 7 est une submersion et M x g M = (7, 7)1 (Ap).
Le couple (M x g M, M) est un sous-groupoide du groupoide M x M j M des paires
de M car c’est le groupoide de la surjection 7. Voyons maintenant que c’est un sous-
groupoide de Lie appelé groupoide de la submersion 7.

En effet, soient (p,q) € M xg M, u € T,M et v e T, M.

Puisque qu’on a T{, )s(u,u) = u et T, ot(v,v) = v, alors

T(p7q)S(T(p,q)(M X B M)) = TpM et T(p,q)t(T(%q)(M Xg M)) = TqM.

2.4 Action d’un groupoide de Lie sur une variété de
classe C™

Définition 2.4.1.
Soient G X M un groupoide de Lie et E une variété de classe C>°.

On dit que le groupoide de Lie G j M agit sur la variété E au moment 7: F — M,
si

i. Le groupoide G j M agit sur ’ensemble F ;
ii. L’application 7: E — M est de classe C*;

iii. L’action 6 du groupoide est de classe C*°.

Proposition 2.4.1. Soit G XM un groupoide de Lie agissant sur une variété E
de classe C*°. Le groupoide d’action G Xy E X E est un groupoide de Lie.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la définition ci-dessus. K

Proposition 2.4.2. Soit G X M un groupoide de Lie agissant sur une variété E de
classe C*° par une action 6 de moment 7. Supposons de plus que T soit une submersion
surjective. Soit & € G et posons By = 7 ({s(x)}) et Byyy = 7' ({t(x)}). Alors
Uapplication 0, définie par

996 : Es(z) — Et(a:)
¢ r— Oxqg=z-q

est un difféomorphisme.

Preuve.
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> Soient q1,q2 € Ey(y) tels que x - § = x - €. Alors u(z) - (7 - q1) = () - (7 - q2).
Donce (¢(x) * ) - g1 = (¢e(x) * ) - g2. Donc e(s(x)) - ¢1 = e(s(x)) - qo.
Comme 7(q1) = s(x) = 7(qz2), alors si on revient & I’égalité précédente, cela
donne €(7(q1)) - ¢1 = €(7(q2)) - q2- D’ott g1 = g2 et donc 8, est injective.

> Soit r € Ejy(,). Posons alors ¢ = «(x) - 7.
Comme 7(q) = 7((x) - r) = t(e(z)) = s(x), alors q € Ey().

De plus
z-q = x-(lx)-r) = (z*xu(z)) - r
— @) v = () 7

L’application 6, est ainsi surjective.
> Enfin, 6, est de classe C* car 'action 6 'est.

oY

Définition 2.4.2. Soit G j M un groupoide de Lie agissant sur un fibré vectoriel
(E, 7, M) par 'action notée 6 de moment 7 = 7. L’action 6 est dite linéaire si pour
tout = € G, lapplication 0, : Ey,) — Fy(,) est linéaire.

Définition 2.4.3. Soit G X M un groupoide de Lie agissant sur une variété E de
classe C*° par l'action 8 de moment 7.

i. L’action 6 est dite libre si, pour tout ¢ € F,
z-q=q=z=¢e(r(q)

ii. L’action 6 est dit propre si, Vapplication Gxpy E — EX E, (x,q) — (g,6(x,q))
est propre.

Remarque. Comme dans le cas des groupes de Lie, ’ensemble des orbites par 1’action
d’un groupoide de Lie sur une variété de classe C*° est une variété de classe C*>° par
le critere de Godement. [4]

Proposition 2.4.3. Soit G j M un groupoide de Lie agissant sur son espace des
objets M par Uaction (x,s(z)) — t(x) et soit p € M.
Lorbite O(p) = t(s~1({p})) du point p est une sous-variété de M.

Preuve. Le groupe d’isotropie G, (qui est un groupe de Lie) agit sur la variété
s71({p}) par une action & droite qui n’est autre que la restriction de la loi du groupoide

a s 1({p}) x Gp.
> Cette action est libre.
En effet, soient z € G, et £ € s71({p}) tels que £ x x = &.
Alors, (&) x (£ z) = (&) x £ Dot x = &(s(£)) = e(p);
> Cette action est propre. En effet, soit K C s~!({p}) un compact et posons
sz{xEGM(K*x)ﬁK:@},
oun Kxx={{xx|& € K}.

Posons

sTH{P) xe sTH({p}) = {(61.&) € sTH({p}) x s P [4(&) = (&)}
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et
K x, K =(KxEK)n (s ({p}) xe s ({p})),

Alors K x; K est un fermé dans le compact K x K, ce qui en fait un compact.
Considérons 'application de classe C*°

§ s ({ph) e s ({p) — Gyp
(&1,62) — 1(&1) * &

Montons alors que §(K x; K) = G[. Soit 2 € §(K x; K).
Dans ce cas, il existe (£1,&2) € K x¢ K tel que x = (&) * &a.

Remarquons que §; @ = (§1%1(§1)) *§2 = (8(§1)) *§2 = e(t(§2)) * §2 = &2 done
& € K2z N K et par conséquent 0(K x; K) C GE

Réciproquement, soit z € Gf. Par définition, il existe (£1,&2) € K x¢ K tel que
§1xx = &. Donc & = 1(&1) * & et par conséquent G C §(K x; K).

Comme G’{f = 0(K x; K), il est alors image directe d’'un compact par une
application de classe C*°, il est donc compact.

Par conséquent, 'espace des orbites (s™!({p}))/G, est une variété de classe C*.
Considérons I'application de classe C*°

o : s '({p})/Gp, — M
§x G — -1 pp (§)

L’application g est injective : soient &; et & € s71({p}) tels que o(£1%G,) = 0(&2%G))
donc t(&1) = t(&2). Ce qui nous permet d’écrire & = &1 * (¢(&1) * &2) et cela signifie
que & € & x Gy, et done que & * G = &2 * Gy,

Par la suite, comme 7 : s7!({p}) = s7'({p})/Gp est une submersion et grace au
diagramme suivant

s ({p})/Gp —— M

T /
ls=1({p})
S

“({p})

Comme t|5-1(fp}) est de rang constant [16], on peut dire que pour tout & € s71({p}),
rgg*Gp(g) = 1g¢(t)s-1(fpy)) €t donc g est de rang constant et par conséquent c’est une
immersion. Enfin, remarquons que O(p) = o(s~'({p})/G,) et donc O(p) est 'image
directe d’une sous-variété par une immersion, ce qui en fait & son tour une sous-
variété. Y

Proposition 2.4.4. Soit G j un groupoide de Lie agissant sur son espace des
objets M par Uaction (z,s(z)) — t(z). Soit p € M et posons Goy = s H(O(p)) N
t=1(O(p)). Alors Gog) = s~1(O(p)) =t~ (O(p)).

Preuve. Soit z € s71(O(p)). Alors s(z) € O(p). Donc il existe y € s71(p) tel que
s(x) = t(y). Posons z = x * y.

On a bien s(z) = s(x *y) = s(y) = p et t(z) = t(x *xy) = t(x), dott z € t=1(O(p)).
On montre la deuxiéme inclusion de la méme fagon. BS
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Remarque. Comme 'image réciproque d’une sous-variété par une submersion est une
sous-variété, on déduit alors de la proposition précédente que Go(p) est une sous-
variété de G.

Proposition 2.4.5. Soit G j M un groupoide de Lie agissant sur son espace des
objets M par Uaction (z,s(z)) — t(z). Soit p e M.
Alors Gowy 2 O(p) est un sous-groupoide de Lie.
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3

Groupoides riemanniens

3.1 Meétriques invariantes par l’action d’un grou-
poide

Soit G X M un groupoide de Lie agissant sur une variété E de classe C* avec
un moment 7 qui est une submersion surjective.
Dans cette section, nous voulons donner un sens au fait qu’une métrique sur la variété
FE soit invariante par l'action du groupoide G j M . Remarquons que cela n’est pas
aussi directe que la notion de métrique invariante par ’action d’un groupe de Lie
(définition 1.3.2). La raison en est que, comme le stipule la proposition 2.4.2, une
fleche z € G ne peut déterminer quun difféomorphisme 6, : E,(,) — Ey(,), ce qui est
incomplet. C’est pour cela, qu'on va définir la notion de métrique transversalement
invariante de maniere analogue a celle de la définition 1.3.3.

Le groupoide G j M agit sur son espace des objets M par I'action définie par
(z,s(x)) — t(z). Prenons p € M, g une métrique riemannienne sur M et faisons agir

le sous-groupoide de Lie G,y —X O(p) sur le fibré normal NO(p) avec la projection
7 : NO(p) — O(p) comme moment et considérons le produit fibré

GO(p) X0(p) NO(p) = {(J?,S(Z‘),’U) € GO(;D) X NO(p) ‘U € Ns(m)O(p)}
Puis, considérons pour x € Go(p) 'espace
(HGo@p))x = (Tus) ™ (Ny@)O(p)) N (Tut) ™ (Ny2y O(p))

et la variété de classe C>®

HGO(P) = U (z, (HGO(p))z)-
IEGo(p)

La variété HGo(p) s’identifie & Go(p) X o(p) par I'application donnée par

¢ : HGop — Gog) Xowm NOP)
(x,v) +—> (x,8(x), Tps(v))

car pour tout x € Go(py, Tus : HGop) — Ng(2)O(p) est un isomorphisme [5].
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Nous sommes ainsi en mesure de définir la notion de représentation normale qui
sera 'outil nécessaire permettant de définir la notion de métrique transversalement
invariante par I'action d’un groupoide.

Définition 3.1.1. La représentation normale du groupoide G X M au point
p € M est une action linéaire du sous-groupoide de Lie Go(y) j O(p) sur le fibré

normal NO(p) de moment la projection 7 : NO(p) — O(p) définie, apres identification
de Go@) o) NO(p) & HGo(y), par

Mz, v) = (t(z), Tet(v)), (z,v) € HGoy-

Fixons € Go). Si v € T,G tel que (x,v) € HGo(y), définissons I'isomorphisme
Aot Ny2)O(p) — Ny O(p), Tes(v) = Tut(v).

Définition 3.1.2. Soit G j M un groupoide de Lie agissant sur une variété rieman-
nienne (F, g) par une action 6 avec un moment 7 qui est une submersion surjective.
La métrique g est dite transversalement #-invariante si pour tout p € E, la repré-
sentation normale A du groupoide d’action G xp FE j FE en p définit une isométrie
A(z,q) Pour tout (z,q) € (G xar E)op)-

Proposition 3.1.1. Soit GjM un groupoide de Lie agissant sur une variété
riemannienne (E,g) par une action libre et propre 6 avec un moment T qui est une
submersion surjective. Soit m : E — E/G lapplication qui a tout point associe son
orbite. Alors, la métrique g est transversalement 8-invariante si, et seulement si, elle
est w-transverse.

Preuve.

(=) Soient p,q € E tels que w(p) = 7(q) et up,v, € HY, ug,v, € HY tels que
Tpm(up) = Tym(ug) et Tpm(vp) = Tym(vg). '

Comme 7! ({m(p)}) = O(p) alors Ty(x~'({n(p)})) = T,O(p), puis, H = N,O(p) et
de méme HJ = N,O(p).

Comme u, € N,O(p) et uq € N,O(p) alors il existe p € T(, ) (G X E) tel que
Tz,p)3(1t) = up et T(y p)0(1) = ug. De méme, on peut trouver v € T, ,)(G X E) tel
que Ty ) 8(v) = vp et T, )0(v) = vg. On a alors

gq(“qv Uq) = 9o(x,p) (T(z,p)‘g(,u)v T(a:,p)e(y)) = gp(T(m,p)g(M>7 T(a:,p)g(y)) = gp(“’pv U;D)

ou l'avant derniere égalité vient du fait que g est transversalement #-invariante.
(<=) Soit (z,p) € G xp E et p,v € T, ) (G xpr E) tels que I'on a
T(:c,p)g(ﬂ)7T(;z,p)'§(V) € NPO(p) et T(af,p)a(ﬂ)aT(z,p)a(V) € NO(x,p)O(p)'

Posons ¢ = 0(x,p). On a alors 7(p) = 7(q) et donc 7o §(x,p) = wo §(z,p).

Ce qui veut dire que 'on a T, 348 (T2 ) 5(11)) = Tamjags (T(a )0(1)) €t que l'on a aussi
Tpmins (Tiwp)5(v) = Tampps (Tiap) 0 (v))-

Comme g est m-transverse, on a alors

Y9q (T(z,p)e(,u)a T(ac,p)g(y)) = gp(T(I,p)g(.u)a T(ac,p)g(y))'

Ce qui montre que g est transversalement #-invariante. S
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Exemple 20. Soit G = M un groupoide de Lie agissant sur son espace des fleches
par Paction libre et propre 6 : (x,q) — x % ¢ avec le moment 7 = ¢.
L’orbite d’une fleche ¢ € G est donnée par

O(q) = {z*q|s(x) = t(g)} = s ({t(@)}) * ¢-

L’espace des orbites G/G s’identifie & M par 'application s~ ({t(q)}) * ¢ — s(q) et
donc la projection 7 : G — G/G est identifiée & s : G — M.

La proposition 3.1.1 permet de conclure que qu'une métrique riemannienne sur G est
transversalement -invariante si, et seulement si, elle est s-transverse.

3.2 Groupoides riemanniens

Soit G j M un groupoide de Lie. Dans cette section, nous allons munir ce grou-
poide d’une une métrique sur l’espace des objets et une métrique sur ’espace des
fleches. Toutefois, cette définition ne prend pas en compte la loi du groupoide et
ignore donc un élément fondamental du concept de groupoide. C’est donc, pour pallier
a cela, que nous allons voir qu’il faut définir une métrique riemannienne sur I’ensemble
des fleches composables G(?). Enfin, nous nous demanderons si on peut définir une
métrique en fonction d’une autre.

3.2.1 Meétrique sur ’espace des objets

Définition 3.2.1. Soit G X M un groupoide de Lie.

Une 0-métrique sur G X M est une métrique riemannienne g sur la variété M
qui est transversalement invariante pour l'action (z, s(z)) — t(z).

Remarque. Comme, pour laction (x,s(x)) — t(z), G X M s’identifie & G. Alors
une 0-métrique est identifiée & une métrique sur la variété M pour laquelle la repré-
sentation normale A du groupoide de Lie G X M définit pour tout z € Go(p) une
isométrie A,. C’est cette identification que nous utiliserons par la suite.

Exemple 21. Soit M une variété de classe C*°. Toute métrique riemannienne g sur
M est une 0-métrique du groupoide de Lie M x M j M des paires de M. Cela
vient du fait que pour tout p € M, O(p) = M et donc la représentation normale est
Papplication qui au vecteur nul de ’espace normal de départ associe le vecteur nul de
I’espace normal d’arrivée.

Proposition 3.2.1. Soit G XM wun groupoide de Lie tel que s = t. Alors toute
métrique riemannienne g sur la variété M est une 0-métrique.

Preuve. Soit pe M. On a

O(p) = {t(x) | s(x) = p} = {s(z) | s(x) = p} = {p}.

Donc Go(p) = Gy le groupe d’isotropie de p. Soit A la représentation normale du

groupoide de Lie G j M et x € Gp. Dans ce cas A\, = idNS(z){p} et c’est donc bien
une isométrie quelle que soit la métrique riemannienne considérée. BS
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Proposition 3.2.2. Soit M et B deux variétés de classe C* et m : M — B une
submersion. Soit g une métrique riemannienne sur M.

Alors g est une 0-métrique du groupoide de Lie M xp M j M de la submersion m
st, et seulement si, g est m-transverse.

Preuve. Soit p € M. On a O(p) = 7~ ({r(p)}). Donc
Gop) =1{(r,q) € M xp M|n(r) = 7(p) = m(q)}-
Par la suite, la preuve est analogue a celle de la proposition 3.1.1 BY

Toutefois, il existe des groupoides de Lie qu’on ne peut pas munir d’une 0-métrique.
Pour le voir, considérons le contre-exemple suivant :

Exemple 22. Le groupe R agit sur le cylindre R x S! par a - (b, 2) — (e%b, e27?z).
On peut donc considérer le groupoide des transformations R x (R x ') IR x 8.
Soit (bo, 20) € R x S'.
O(bg, z9) = {t(a, b, 2) | s(a,b, z) = (bo, 20)}
= {(e"b,e"™2) | (b, 2) = (bo, 20)}
= {(e%y,e*™ %) |a € R}
Prenons (bg, 20) = (0,1) € R x S. Dans ce cas,
0(0,1) = {(0,e”™)|a € R} = {0} x S' ~ S*
donc
T0,10(0,1) = {0} x T, S' ~ T S*
et puis
Gow,1) = {(a,b,2) ER xR x 8| (b,2) € {0} x S et (b, e?™2) € {0} x S'}
={(a,0,2)|a €R et z € S'}

Prenons = (1,0,1) € Go(o,1) et soit g une métrique riemannienne sur R x S*.
Dans ce cas,

N0,1)0(0,1) = TyR x N;S' ~ R
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Soit v € T, G tel que Tys(v) € Ng,1)O(p) et Tyt(v) € N(o,1)O(p). Donc, v = (b,0)
avec b € R en identifiant ToR & R, et donc, T,t(v) = (be, 0). D’ou

/\m((07 1)7 (b7 0)) = e(bv 0)

et dans ce cas 9(0,1)(e(b17 0)7 6(()2, 0)) = 629(0,1)((b17 0)7 (b27 O)) 7é 9(0,1)((()1’ 0)7 (b27 O))’
ce qui fait que A\, ne peut pas étre une isométrie et que, par conséquent, g ne peut
pas étre une O-métrique.

3.2.2 Meétrique sur P’espace des fleches

Définition 3.2.2. Soit G XM un groupoide de Lie agissant sur son espace des
fleches par 'action 6 : (x,q) — z % ¢ de moment I’application but ¢. Une 1-métrique

sur G j M est une métrique riemannienne ¢g() sur la variété G telle que

i. La métrique g(!) est transversalement f-invariante ;

ii. L’inversion ¢ est une isométrie.
Remarque. Grace a I'exemple 20, nous savons qu’une métrique riemannienne sur G
est transversalement #-invariante si, et seulement si elle est s-transverse. Ajoutons de

plus que comme ¢ est une isométrie et que ¢t = s o ¢ alors cela est équivalent au fait
que cette métrique soit t-transverse.

Soit G j M un groupoide de Lie et ¢(*) une 1-métrique sur ce groupoide.
Soient x € G et u,v € Ty,) M.
On sait qu'’il existe deux uniques vecteurs @, € N,s *({s(z)}) tels que u = T, s(1)
et v = T,5(0). Comme la métrique g(*) est s-transverse, grace a la proposition 1.2.1,
il existe une unique métrique h sur M telle que

hg(zy(u,v) = by (Tps(a), Tps(0)) = gg(ﬁl)(ﬂ,f))

De méme, pour w, z € Ty, M, il existe deux uniques vecteurs @, Z € Nt~ ({t(z)})
tels que w = Tyt(w) et z = T,t(2). Comme la métrique g(!) est t-transverse, grace a
la proposition 1.2.1, il existe une unique métrique k sur M telle que

kt(m) ('LU, Z) = kt(m) (th(ﬂ}), Trt(g)) = gg)(ﬁ/, 2)

Enfin, puisque l'inversion est une isométrie et que ¢ = s o ¢, les métriques h et k
concordent en une métrique commune que 'on note ¢(© et on lappelle métrique
induite sur M de la 1-métrique gV). Réciproquement, on dira que g1 est une ex-
tension de ¢(©).

Proposition 3.2.3. Soient G XM un groupoide de Lie, gV une 1-métrique et
g9 la métrique induite sur M. Alors

i. Les applications source et but sont des submersion riemanniennes ;

. La métrique g est une 0-métrique.

Preuve.

i. Immédiat ;
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ii. Soit A la représentation normale du groupoide G j M .

Soient p € M et z € s~1(O(p)).
Soient p,v € T,G tels que Typs(p) € Ny)O(p) et Tps(v) € Ny O(p) (et par
conséquent, Ty t(p) € Ny)O(p) et Tpt(v) € Ny)O(p)). On a alors,

9oy e (Tes (1), A (Tos (1)) = gy (Tt (), Tt (1))

Puisque T,t(r) € Ny,)O(p) et que t~'({t(x)}) C t7*(O(p)) on a donc v €
(T5t) " (Ny(2)O(p)) = Not=1(O(p)) C Nyt~ ({t(2)}). De méme, on montre des

résultats similaires pour le vecteur p. d’ou

iy (Tut (1), Tt (1)) = g8 (1, v) = g}, (Tes(p), Tus(v)).

Exemple 23. Soit (M, ¢(?)) une variété riemannienne. Il est possible de construire

une extension de la métrique ¢(?) pour le groupoide de Lie M x M j M des paires

de M. Considérons la métrique riemannienne ¢! sur M x M définie par

1
gép?q) ((u1,us), (v1,02)) = g8 (w1, v1) + g5 (us, v2)
et vérifions qu’il s’agit bien d’une 1-métrique.
Soient p,q,r € M et u,v,w,z € T,M tels que

Tip,g)8(u,0) = T ys(w,0) et Ty qy5(v,0) = T(, ) 5(2,0).

Ce qui signifie que u = w et v = z. On aura alors par la suite
1 1
ggp,)q) ((u7 0)5 (U, O)) = 91(;0) (ua U) = 9;20) (’LU, Z) = ggp,)r) ((w7 0)7 (Z7 O))

et par conséquent g(l) est s-transverse.
Soient maintenant p,q € M, (u1,us) € T,M x TyM et (vi,v2) € T,M x Ty M.
On a

€]

9u(p,q) (Ttpqyt(ur, uz), Tp,qyt(vi, v2)) )

D) ((u2,u1), (v2,v1))
)
,)q) ((u1,u2), (v1,v2))

_
=94
= 9,(10 (ug,v2) + 9;()0) (u1,v1)
_ @
90

et donc l'inversion ¢ est une isométrie.

3.2.3 Meétrique sur I’espace des fleches composables

Avant d’aborder la notion de métrique riemannienne sur I’ensemble des fleches
composables du groupoide de Lie G j M , commengons par remarquer que chaque
point (z,y) de G peut étre représenté par un triangle commutatif de fleches, comme

le montre la figure suivante
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t(y)
sy 1)

T *y

FIGURE 3.1 — Deux fleches composables

Nous pouvons alors faire agir le groupe de permutations &3 sur G(?), en permu-
tant les objets du triangle 3.1. Commengons par noter les éléments du groupe de
permutations &3 par

o, (123 (12 3 (1 2 3
371713 2 )27 3 21 )3 21 3)
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
4=\ 3 1 2 )% {23 1)% 12 3]/

Si on assigne le numéro 1 a s(y), le 2 & ¢(y) et le 3 & t(x) dans la figure 3.1, on
remarque déja que la permutation identité og nous donne le couple (z,y) de G® et
par conséquent og - (x,y) = (x,y).

Par exemple, la permutation o7 nous permet d’obtenir le triangle suivant

t(x)
st
Y

Ce triangle définit Paction de la permutation o; sur G par o1 - (z,y) = (¢(z), z *

Y)-
En répétant le méme procédé, on définit complétement l'action de S5 sur G3 -

o2 (z,y) = (t(y), L(z))
o3 (2, y) = (x*y,u(y))
os- (2, y) = (y,L(z xy))

Au chapitre 2, nous avons construit 'action 0* : (z, (z,y)) — (x,y * ¢(2)) du
groupoide G 3 M sur Pespace des fleches composables G(?). Voyons que I’on peut
encore définir deux autres actions du groupoide de Lie G j M sur la variété G,
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i. La premiere action, notée 6%, est de moment 7° : G — M, (z,y) — s(y) et
définie sur I’ensemble

(G xu GP)s = {(2,(2,9)) € G x GP [ 5(2) = 5(y)}
Dans ce cas, 'action en question est définie par

6 (GxuG), — Q@
(z,(z,y) > (zy*u(2))

Soit (zg,y0) € G®?) . L’orbite de (z0,yo) par action 0° est donnée par

Os(0,%0) = {0°(2, (z0,v0)) | 5(2) = 7°(x0,¥0)}
= {(z0,yo * 1(2)) | s(z) = s(yo)}

Montrons que O (zo,%0) = 71 *({z0}), ot m : G — G désigne la premiere
projection.
Comme pour tout z € G tel que s(z) = s(yo), m1(zo, %0 * t(2)) = o, alors
Os(0,40) C 71 ({z0})-
Réciproquement, soit (z,y) € w7 *({zo}). Dans ce cas, (z,5) = (z0,y) et en
particulier, ¢(y) = ¢(yo). Posons alors z = ¢(y) * yo. On a donc y = yo * ¢(2).
Dol (z,y) = (xo,yo * t(2)) et s(2) = s(e(y) * yo) = s(yo).

ii. L’autre action, notée 0%, est de moment 7¢ : G — M, (z,y) + t(z) et définie
sur ’ensemble

(G xa GP)y = {(z, (2,9)) € G x GP) | s(2) = t(x)}
Dans ce cas, 'action en question est définie par

0t (GxyG?®), — G&
(z,(zy) +— (zxw3,y)

Soit (20, 10) € G?). L'orbite de (o, o) par action 6 est donnée par

Oi(z0,y0) = {0 (2, (20, ¥)0) | s(z) = 7" (20, y0)}
= {(z x w0, y0) | s(2) = t(x0) }

Montrons que Oy(z0,0) = 75 ({y0}), ot my : G — G désigne la deuxieme
projection.
Comme pour tout z € G tel que s(z) = t(xg), m2(z * To,Y0) = Yo, alors
Oi(0,90) € 5 ({o})-
Réciproquement, soit (z,y) € m5 '({yo}). Dans ce cas, (z,y) = (2,%0) et en
particulier, s(z) = s(z¢). Posons alors z = x % ¢(xg). On a donc = z *xg. D’ou
(x,y) = (2 *xx0,90) et s(2) = s(x * t(xg)) = s(t(zg)) = t(x0)-
Voyons maintenant que I’action de &3 sur G nous permet de passer d’une action
0%, 0% et 0 & une autre.
Pour se faire, nous allons d’abord commencer par schématiser ces trois action par
rapport & la valeur de s(z) dans chaque cas :
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. i)

s(z) = t(y) t(z s(z) =ty

Yy T

)
s(y) t(x) s(y) t(x)

FIGURE 3.2 — Schéma des actions 6%, 8* et 0! respectivement

On se propose d’obtenir I'action 8* a partir de 'action 6°. La démarche est iden-
tique pour tous les autres cas.

Dans le schéma de 0*, nous allons permuter les objets de telle sorte a ce qu’il
devienne identique au schéma de 6°. Nous obtenons alors le nouveau schéma suivant :

Dans ce cas, nous avons utilisé la permutation o3 pour obtenir le nouveau schéma.
Enfin, pour obtenir exactement le schéma de 6*, on échange les objets s(y) et t(y) par
I'inverse de la permutation o3, c’est-a-dire elle-méme.

Grace a cette démarche, nous sommes en mesure d’affirmer que pour tout (z,y) €
G(2) et tous z € G tel que s(z) = s(x) = t(y).

0% (2, (2,y)) = 03 - (0°(2, 03 - (2,9)))

Vérifions ce résultat par le calcul
o3 (0°(z,03 - (2,y))) = 03 - (0°(2, (z x y,(y))))
=03 (zxy,1(y) *1(2))
= (z*xu(z),z*y)
=0"(z, (z,y))
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Remarquons, toutefois, qu’il existe plusieurs fagons d’interchanger ces trois actions.
Mais, nous allons nous contenter des interactions suivantes

et(z7 (x,y)) =01 (9*<Z701 : (x,y))) (31)
0°(2, (z,y)) = 02 - (0'(2,02 - (2,))) (32)
0% (z, (z,y)) = 03 - (0°(2,03 - (2,9))) (3.3)

—~

Définition 3.2.3. Soit G X M un groupoide de Lie.

Une 2-métrique sur G jM est une métrique riemannienne, notée ¢(®, sur la
variété G2 telle que

i. g(® est transversalement §*-invariante ;

ii. Pour tout i € {1,---,6}, lapplication w; : G® — G?), (z,y) — 0 - (z,y) est
une isométrie.

Le couple ( G X M ,g®) est appelé groupoide riemannien.

En utilisant les précédentes remarques, la proposition qui suit nous permet de
formuler des définitions de groupoide riemannien équivalentes a la définition 3.2.3.

Proposition 3.2.4. Soit G X M un groupoide de Lie et @ une métrique rieman-
nienne sur la variété G . Alors, il y a équivalence entre
i. La métrique g® est une 2-métrique ;

ii. g est transversalement invariante pour l'une des actions 0° et 0% et pour tout

i€{l,---,6}, Vapplication w; : G® — G?) (x,y) > 0, - (x,y) est une isomé-
trie;
ii. g2 est transverse pour lune des applications x, w, et wy pour touti € {1,---,6},

Uapplication w; : G®) — G@) | (z,y) — o; - (z,y) est une isométrie.

Preuve.
i. = ii. Montrons que g est transversalement invariante pour 'action #*. La
démonstration pour I'autre action est analogue.

Soit A® la représentation normale du groupoide d’action (G x G(Q))s j G® .
Soit (zg,10) € G, on a

GOs(woﬂyo) = {(Za (x,y)) € G x G(2) |l‘ = 730}'

Soit donc (z, (z0,¥)) € Go, (zo,y0)-

Montrons que ’application )\’(“Z,(M’y)) : Nizo)Os(20,Y0) = N(zg,ywi(2))Os(T0,y0) est
une isométrie. Pour se faire, considérons A\* la représentation normale du groupoide
d’action (G x G)), = G® qui est une isométrie puisque ¢(® est une 2-métrique.
D’apres 1'égalité 3.3, I'application ws : G — G| (z,y) — o3 - (,7) est un difféo-
morphisme de O4(xg,yo) dans O.(xo,y0) et un difféomorphisme de O, (xo,yo) dans
O4(g, o). C'est de plus une isométrie puisque g est une 2-métrique.

Dans ce cas, nous avons

Aler(@ony)) = Lo (2,05-(@0,9) @3 © Alz,05-(20,)) © L2, (20,4) W3

ce qui fait de X(kz (@.9)) la composée d’isométries et est donc elle-méme une isométrie.
ANt
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ii. = iii. Supposons que ¢(? est transversalement invariante pour I’action 6 et
montrons qu’elle est mo-transverse. La démonstration est identique pour les autres
cas.

Comme ¢®) est transversalement #t-invariante, alors la représentation normale

du groupoide d’action (G x G?), =X G® définit une isométrie. D'un autre coté,

remarquons que pour la submersion s : G2 — G,

G? xsG? = {((z,y), (z,w)) € G?® x g® | mo(z,y) = m2(z,w)}
={((zy), (z,0)) € G® x G¥ |y = w}
={((z,y),(2,9)) | s(z) = t(y) = s(2)}

Comme le difféomorphisme ((z,y), (z,7)) — (2, (z,%)) identifie la variété G(® x ¢ G
a la variété (G xpr GP?),, et comme le difféomorphisme (2, (z,y)) — (2,01 - (2,y))
identifie la variété (G x 5y G?), & la variété (G x s G));, on déduit que g(®) peut étre
vue comme une O-métrique pour le groupoide G x5 G = G® de la submersion
7o. Ce qui, d’apres la proposition 3.2.2, implique que ¢(?) est mo-transverse.

iii. = i. Si g(2) est transverse pour la submersion *, alors un argument analogue
a celui donné a l'implication précédente peut étre utilisé dans ce cas car la pro-
position 3.2.2 est une équivalence. De méme, si g(?) est my-transverse, et comme
G xg G@ est identifié & (G xp G?)), alors ¢g(? g’identifie & une 0-métrique du
groupoide G® xg G® 3 G®  de la submersion 7. Ce qui en fait une métrique
transversalement invariante pour l'action 6°.
Les autres cas se traitent de manieres analogue en faisant les identifications nécessaires
a aide des permutations. BS

Théoréme 3.2.1. Soit G X M un groupoide de Lie. Une 2-métrique g? sur G
induit une 1-métrique ¢V sur G (et par conséquent une 0-métrique 9 sur M).

Démonstration.

Comme la métrique ¢(®) est 7i-transverse, grace & la proposition 1.2.1, il existe
sur G une métrique riemannienne unique h telle que pour tout (z,y) € G® et tous
u,v € T, G,

hx (’LL, U) = hx (T(m,y)ﬂ-l (U, ul)7 T(Ly)ﬂ-l (Uv U/)) = ggi)y)((u7 ul)7 (Uv U/))'

ot (u,u') € Negyymy - ({mi(z,9)}) et (v,0") € Newyymi ({71 (2, 9)})-

De plus, comme la métrique ¢ est mo-transverse, grace a la proposition 1.2.1, il
existe sur G une métrique riemannienne unique k telle que pour tout (z,y) € G@ et
tous @, 0 € T,G,

ky (ft, T)) = ky (T(a:,y)7r2 (a/a ’(NL), T(x,y)ﬂ-Q (6/7 T))) = gg?y)((a/a fL), (f/a f}))

ot (@',@) € Nizyyms ' ({ma(z,)}) et (7',8) € Ngyyms ' ({m2(2,9)})-
Enfin, comme la métrique ¢(?) est x-transverse, grace & la proposition 1.2.1, il existe

37



3.2. GROUPOIDES RIEMANNIENS

sur G une métrique riemannienne unique ! telle que pour tout (z,y) € G®@ et tous
pyv € ToiyG,

Loy (1, 2) = Loy (T gy, 12), T g (1, 12)) = g (o) (11, 12), (v, v2)
ot pu = Ty, y)ﬁ(ul,,ug) avec (pu1, p2) € Nig oy ' ({x x y}) et v = T(, yyk(v1,12) avec
(v1,12) € Nig ({l‘*y})
Comme pour tout ie{l, - ,6},w; : G — G (x,9) — 0;-(x,y) est une isométrie
et que my = T owy et K = my o w1, alors les metrlques h, k et [ concordent les unes
avec les autres et correspondent donc & une unique métrique que 1’on va noter g().
Montrons que c’est bien une 1-métrique.
Tout d’abord, soient u,v € T, G.
11 existe alors deux uniques vecteurs v’ et v’ avec (u,u') € N, ym; " ({z}) et (v,0') €
Ny ' ({z}) tels que u = Ty pym(u, w') et v = Ty (0, 0').
Alors Tp(u) = T(gy) (Lo m)(u,u') et Typr(v) = T(g ) (o m)(v,0").
Ensuite, remarquons que ¢ o m; = 7y o ws. On aura donc

9L (Tei(w), Toi(v) = g\ (Tay (10 m) (1, 0), Tia )y (1.0 11) (v,0))
=¢&u@wwWwﬂmeﬂmmmomxuw»

() ey T w2 (U, 0'), Tig w2 (v,0))

L (), (v,0))

= g'gl) (’U,, U)

9
(
I(w

ol 'avant derniere égalité vient du fait que wo est une isométrie et 1’égalité juste
avant, de la définition de la métrique g™V). Ce qui fait de Pinversion ¢ une isométrie.
Il ne reste plus qu’a montrer que ¢g(!) est transverse & la source s.

Soient x,y € G tels que s(z) = s(y).

Soient u,v € Nys71({s(z)}) et 4,7 € N,s~*({s(y)}) tels que

Tps(u) =Tys(a) et Typs(v) = Tys(D).
On sait qu’il existe deux uniques vecteurs u’ et v’ tels que (u,u’) € N(Z’L(y))ﬂfl ({1 (z,i(y)})
et (0,0') € Nguynmr ({mi(2,i(y))}). On a alors

98 (1, 0) = g5 (Tl wiyyym (w1, T a1 (v,0'))

= Gy (). (0.0))

=9, zw o) Ty w2 (U, 0), Ta o () w2(v,0))

= Gyt (T t(W) Tor(w)), (L) 0, Toa(v)))

= 9P (Te(w), (T, ()

Comme 7, ' ({x}) s’identifie 4 t 1 ({s(z)}), alors T(m ()T ({z}) s'identifie A T, ()t~ ({s(2)})
et donc N, L(y))ﬂl_ Y{z}) s’identifie & Nyt ' ({s(z)}). De plus, remarquons que
T, (Nt ({s(2)}) = Nys~({s(x)}). Enfin, comme on a

Tys(Togyye(w)) = Ty(s 0 1) (u') = Tyt(u') = Tes(u),
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alors on peut poser @ = Tb(y)b(u/). Un argument analogue permet de poser U =
TL(y)L(v/), d’ou

g:(nl) (u> U) - gg(;l) (ﬂ, {))
Y

Par conséquent, étant donnée une 2-métrique sur le groupoide de Lie G j M,
on peut trouver une métrique induite sur G et une autre sur M telles que les cing
application suivantes soient des submersions riemanniennes

T
—_ s
G® L sqg—=M
—
T t
De plus, les métriques ¢ et ¢(!) sont préservées par les actions naturelles des
groupes symétriques &3 sur G et Gy sur G.
Dans ce contexte aussi, nous allons nous demander si une 1-métrique peut étre
étendue a une 2-métrique. L’exemple que voici présente un cas ou cela est possible.

Exemple 24. Soit M une variété de classe C* et ¢(*) une 1-métrique sur le groupoide
de Lie M x M des paires de M. Il est possible de construire une extension de la
métrique ¢! pour le groupoide M x M jM . Considérons la métrique ¢(® sur
(M x M)?) identifié & M x M x M définie par
(2) _ D 1)
Iipgr (U1,u2,u3), (V1,02,v3)) = g,y (U1, u2), (V1,02)) + (/) (U2, us), (v2,v3))
1
+ g0 (uz,u), (vs, v1)).
Il s’agit bien d’une 2-métrique. En effet, de maniére analogue a I’exemple 23, on
montre que g(?) est transverse pour w1 : M x M x M — M, ((p,q),r) — (p,q) et que
les w; : (M x M)® — (M x M), iec{l,---,6} sont des isométries.
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